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Communicated by the Editors 
Die vorliegende Arbeit bildet die Fortsetzung der in [I] begonnenen Unter- 
suchungen; dabei behalten wir die in unseren Artikeln [l-3] eingefiihrte 
Terminologie bei. 
Wichtigstes Anliegen dieses Teiles II ist die Untersuchung v-hermitescher 
Operatoren, insbesondere ganzer rr-hermitescher Operatoren, sowie ihrer 
verallgemeinerten Resolventen und u-Resolventenmatrizen. Der Einfachheit 
halber beschrgnken wir die Betrachtungen ausschlieBlich auf Operatoren, 
deren Defektzahlen beide gleich eins sind. Schon in diesem Falle ergeben 
sich interessante Anwendungen (siehe die Einleitung zu Teil I). Es sei jedoch 
vermerkt, dal3 sich viele Resultate such auf den Fall gleicher Defektzahlen m, 
1 < m < 00, sowie evtl. such auf den Fall ungleicher oder unendlicher 
Defektzahlen iibertragen lassen (vgl. [4]). 
In 5 1 erweitern wir das Hauptergebnis von [2], die Beschreibung aller 
verallgemeinerten Resolventen eines rr-hermiteschen Operators A, auf den 
Fall von Erweiterungen in einem Raum nZ mit einem Index t > K und beweisen 
eine Reihe von einfachen Aussagen iiber das Spektrum der rr-selbstadjungierten 
Erweiterungen von A. Den Spezialfall eines nichtnegativen Operators sowie 
seine nichtnegativen verallgemeinerten Resolventen betrachten wir in $ 2. 
Die u-Resolventenmatrix eines n-hermiteschen Operators wird in § 3 ein- 
gefiihrt und in 0 4 insbesondere die inverse Aufgabe fur u-Resolventenmatrizen 
gel&t. Es sei rermerkt, daf3 die Ergebnisse von $4 im Fall des Hilbertraumes 
(K = 0) von Ju. L. Smul’jan (siehe [5] und weitere dort zitierte Arbeiten) 
bewiesen wurden. 
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In den @ 5 und 6 tibertragen wir u.a. einen Teil der vom ersten Verfasser 
im Falle des Hilbertraumes erzielten Ergebnisse zur Darstellung x-hermitescher 
Operatoren sowie iiber ganze Operatoren auf rrK-Raume. Dabei erglnzen die 
hier formulierten Aussagen mitunter such die bisher fiir Hilbertraume (K = 0) 
bekannten Resultate. SchlieBlich fiihren wir in $ 7 sog. fast-orthogonale Funk- 
tionen erster und zweiter Art ein, die den orthogonalen Polynomen beim 
Hamburgerschen Momentenproblem entsprechen. 
Wie bereits in der Einleitung zu [l] erwahnt, bilden die hier durchgeftihrten 
Untersuchungen die Grundlage fur die Behandlung der Momentenprobleme 
P(H,), P(H,+) sowie der Fortsetzungsprobleme P,(!Bc,) und Pa(S,) in den 
Teilen III und IV dieser Arbeit. 
1. n-HERMITESCHE OPERATOREN MIT DEFEKT EINS UND IHRE 
rr-SELBSTADJUNGIERTEN ERWEITERUNGEN 
1. 
Es sei A ein rr-hermitescher Operator im Raume Z7, , das ist ein abge- 
schlossener Operator, fur den 
fiir alle f, g E a(A) 
gilt. Ein Punkt s E C heigt bekanntlich von reguliirem Typ fiir A, wenn eine 
Konstante k(z) > 0 existiert, so da13 fiir allefc B(A) gilt: 
IV - 4fll 3 W Ilfll. 
Die Menge aller Punkte regularen Typs des Operators A bezeichnen wir 
mit r(A). Sie ist offen; mit Ausnahme von hijchstens K Punkten gehijrt die 
obere (untere) Halbebene C, (C,) zu Y(A), und die erwahnten Ausnahmepunkte 
sind Eigenwerte von A.’ Auf jeder der hijchstens zwei Komponenten von 
r(A) ist die Dimension des rr-Orthogonalkomplementes 9& : = ‘$?I~], ‘%l& := 
(A - %Z) D(A), unabhlngig von z. Wir setzen im folgenden der Einfachheit 
halber stets voraus, da8 A den Defekt eins hat, d.h., es gilt n,(A) = n,(A) = 1, 
oder, mit anderen Worten, fiir jeden Punkt z regularen Typs ist der Defektraum 
92- eindimensional. 
Eine r-selbstadjungierte Erweiterung A von A in einem Oberraum n2 
von ZZ, (K < I? < CO) nennen wir such eine r-selbstadjungierte Erweiterung 
1 Das ergibt sich aus bekannten Ergebnissen der Stijrungstheorie und der Tatsache, 
daB sich A als Summe eines hermiteschen und eines endlichdimensionalen Operators 
darstellen Iii& (siehe [2]). 
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vom Index R, fiir ein solches d he& die auf der Resolventenmenge p(a) erklirte 
Funktion 
R, := P(A - z&l In, , (1.1) 
deren Werte beschfnkte lineare Operatoren in IT, sind, eine verallgemeinerte 
Resolvente des Operators A; dabei bezeichnet P den rr-Orthoprojektor von 
nZ auf 17, . D’ le 7r-selbstadjungierte Erweiterung Lq (in flE) von A nennen wir 
minimal, wenn gilt: 
fi, = a.l.H.{(,q - Z&Y f E n, , x E p(a)}. 
Aus der Beziehung 
[(A - zi)-l.f, (A - zf)-lg] = -& KRZ - R&f, 81 cf? g E 17,) 
folgt leicht, dal3 eine eineindeutige Beziehung zwischen allen minimalen 
r-selbstadjungierten Erweiterungen A von A in einem rZ-Raum r”r, 2 und 
allen verallgemeinerten Resolventen R, aus (1.1) des Operators -4 besteht; 
wir nennen dabei R, eine verallgemeinerte Resolwnte vom Index IT. 
Die verallgemeinerte Resolvente R, des n-hermiteschen Operators A heil3e 
Ranonisch, wenn die zugehiirige minimale Erweiterung A im Ausgangsraum 
l7, wirkt; sie heiRe nirhtnegativ, wenn LJ ein nichtnegativer Operator in fl* 
ist, d.h., wenn 
[iii?, Z] 3 0 fiir alle f E 9(/T) 
gilt. 
In der Arbeit [2], $5 5, 6, b esc ne en wir die Gesamtheit aller verall- h . b 
gemeinerten Resolventen vom Index K des Operators A. Wir erweitern hier 
dieses Resultat auf den Fall verallgemeinerter Resolventen vom Index r7 > K. 
Wie in [2] wihlen wir eine kanonische r-selbstadjungierte Erweiterung 
A von A, einen Punkt Z, E C,\U,(A) und ein Element &q,) + 0, ~(.q,) E fnZO . 
Dann geh8rt fir z $ o(A) das Element 
c&z) : = (A - z&4 - XI)-l cp(zJ (1.2) 
zu 9& . Durch die Gleichung 
2 Dabei identifizieren wir isomorphe (d.h. r-unitk 8quivalente) Erweiterungen. 
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ist bis auf eine additive reelle Konstante C die (zur kanonischen Erweiterung 
A gehiirige) Q-Fur&ion des Operators A eindeutig bestimmt (siehe [2, 3]), 
und zwar gilt 
Aus (1.3) ergeben sich die Beziehungen 
* = [d4, da, falls z + 5, 
!a4 = M4, cp(41~ falls h = X, (1.5) 
wobei z und h jeweils zum Regularitatsgebiet von Q gehiiren sollen. 
In [l] bezeichnete N, die Klasse aller in C, meromorphen Funktionen T 
mit der Eigenschaft, da0 der Kern Nr: 
iv&, 5) := T(4 - T(5) z-% 
im Regularitatsgebiet Zr von T genau K negative Quadrate hat. Gemal [l], 
-. 
4 1, 15Bt sich die Funktion T durch die Festsetzung T(S) = T(z) m die untere 
Halbebene C, und anschliel3end evtl. durch Stetigkeit in Teile der reellen 
Achse holomorph fortsetzen. Fur die auf diese Weise erhaltene Funktion !$ 
hat der Kern A+ auf dem Regularitatsgebiet 9’~ genau K negative Quadrate. 
Die Menge dieser fortgesetzten Funktionen bezeichnen wir im folgenden 
ebenfalls mit N, . Es erweist sich noch als zweckm%g, mit l$ die durch die 
“Fur&ion” T(z) = co erganzte Klasse N, zu bezeichnen und fiir K > 0: 
N, = N, zu setzen. 
In [3] wurde gezeigt, daD jede Q-Fur&ion Q des Operators ,4 die folgenden 
charakteristischen Eigenschaften hat: 
(i) Q E N,, , fiir ein K’ mit 0 < K’ < K; 
(ii) limyTio !&YVY = 0; 
(iii) lim,,, y Im Q(zy) = co. 
BEHAUPTUNG 1.1. Die Gleichung 
vermittelt eine eineindeutige Beziehung xwischen allen verallgemeinerten Resolventen 
R, vom Index I? (>K) des Operators A und allen Funktionen T der Klasse ma+ . 
Fiir T(z) = co verschwindet dabei vereinbarungsgemll3 der zweite Summand 
auf der rechten Seite von (1.6). 
394 KREIN UND LANGER 
1st r7 = K, so ergibt sich diese Behauptung aus [2], Satz 5.1. Im Falle R > K 
1HBt sich der Teil II des Beweises von Satz 5.1 aus [2] unmittelbar iibertragen, 
deshalb definiert die rechte Seite von (1.6) fiir T E N,-, eine verallgemeinerte 
Resolvente des Operators A. Dabei stimmt gemal [2], (5.30), die Anzahl 
t? - K der negativen Quadrate des Kernes NT mit der Anzahl der negativen 
Quadrate des Raumes E[-In, iiberein, also hat der Erweiterungsraum, in 
dem A wirkt, genau ri; negative Quadrate. 
Es sei jetzt umgekehrt eine verallgemeinerte Resolvente vom Index I? (>K) 
des Operators A gegeben. Gemal [2], $3, gibt es zu A eine Konstante y0 > 0, 
so daD fiir 1 Im a / > ys der Teilraum $Rn, positiv ist. Wie im ersten Teil des 
Beweises von Satz 5.1 aus [2] fiihren wir fur .z E p(A), Im z > y,, , den Operator 
ein. Dann existiert fur alle h mit / h - z 1 < l/l/ R, )I die Inverse (K, - H)-l 
als beschrankter linearer Operator in l7, . Fiir zwei solche Punkte X and p, 
die aul3erdem der Bedingung 1 Im h 1 > yO, 1 I’m p / > ys geniigen, lassen 
sich jetzt die Uberlegungen des Punktes 16 und des Anfangs von lr aus dem 
Beweis von [2], Satz 5.1, wiederholen. Daraus folgt die Darstellung (1.6) 
fiir alle Punkte z mit I Im z / > y0 , z $ c,(A), wobei sich fur T eine im Gebiet 
Im z > y,, meromorphe Funktion ergibt. Ware die Anzahl der negativen 
Quadrate des Kernes Nr gleich K’ (#I? - K, 0 < K’ < co), so wurde nach 
dem ersten Teil des Beweises (Teil 2 des Beweises von Satz 5.1 aus [2]) der 
Index der verallgemeinerten Resolvente R, gleich K + K’ #= R sein, was unserer 
Voraussetzung widersprache. 
2. 
Es sei A wieder ein (abgeschlossener) m-hermitescher Operator mit Defekt 
eins. Neben der Menge r(A) seiner Punkte regullren Typs fiihren wir die 
Menge @, derjenigen Punkte .a E C ein, fiir die A - xl ein @-Operator [6] 
ist, d.h., YJ& = (L4 - ~1) CD(A) ist abgeschlossen und die Dimensionen der 
Nullrlume 
%(A - xl) := {f: f~ P(A), (A - zl)f = 0} 
und %(A* - ,%I) sind endlich. Bekanntlich ist die Menge @, offen, und es 
gilt C,, C @A , C, C Qp, 3 sowie r(A) = @,\a,(A). Mit r, 4 (bzw. A,) bezeichnen 
wir weiter die Menge derjenigen z E @A , fur die Y& ein nichtpositives Element 
enthalt (bzw. entartet). GemlB [2], Satz 3.3, hat A, keine inneren Punkte. 
Da fir z E r(A) die Dimension des Teilraumes YZe gleich eins ist, gehort ein 
a Siehe FuDnote 1 auf Seite 392. 
* Die Menge rA f5llt im Falle GA = C mit der in [3], 57, eingefiihrten Menge 3~ 
zusammen (vgl. Behauptung 1.2, (c)); in [2] enthielt die Menge A, nur nichtreelle Punkte. 
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solcher Punkt genau dann zu r, (bzw. AA), wenn der Teilraum ‘9& nichtpositiv 
(bzw. nullartig) ist. 
Die folgende Behauptung ergtizt in dem hier betrachteten Spezialfall 
die Aussage von Satz 3.1 aus [2]. Dabei sei A ein n-hermitescher Operator 
mit Defekt eins; unter einer Erweiterung verstehen wir stets eine minimale 
r-selbstadjungierte Erweiterung von A vom Index K. 
BEHAUPTUNG 1.2. (a) Das in @..4 gelegene Spektrum jeder kanonischen 
Erweiterung A ist diskret, und es gilt 
u(A) n Y(A) c A, u Rl; U-7) 
umgekehrt ist jeder Punkt won (AA u R1) n r(A) ein (sogar geometrisch einfacher) 
Eigenwert genau einer kanonischen rr-selbstaajungierten Erweiterung. 
(b) Zu jedem h E r(A) gibt es eine kanonische Erweiterung Lg mit h E p(A). 
(c) r, ist die Menge dmjenigen Punkte aus @A , die fiir mindestens eine 
Erweiterung A zu o,,(A) geh6ren5 
(d) A, n r(A) ist die Menge derjenigen Punkte A E t(A), die fiir genau 
eine Erweiterung A, zu +,(A,,) gehdren; dabei ist A, kanonisch und das zu h 
gehiirige Eigenelement von A,, nullartig. 
(e) VA n W)\AA ist die Menge derjenigen h E Y(A), die fiir unendlich 
viele Erweiterungen Eigenwerte mit einem nullartigen Eigenelemznt siti. 
(f) (r, n r(A) n Rl)\A, ist die Menge derjenigen AE r(A), die fiir unendlich 
viele Erweiterungen Eigenwerte mit e&m negativen Eigenelement sin&, unter 
diesen gibt es genau eine kanonische Erweiterung. 
(g) Die isolierten Punkte von A, sind Eigenwerte won A. 
Beweis. Die erste Aussage von (a) ergibt sich aus der fur jede kanonische 
Erweiterung bestehenden Beziehung @a = @A . Zum Beweis der iibrigen 
Aussagen vermerken wir zunachst, da0 fur j e d e n-selbstadjungierte 
Erweiterung A von A in einem Oberraum I?, aus (-4 - ~1) z,, = 0 wegen 
(0) = [(A - zT) Z,, , a(A)] = [ZO , ‘9X5] such 
folgt, wenn P wieder den rr-Orthoprojektor von fl* auf I7, bezeichnet. Fur 
eine kanonische Erweiterung A und nichtreelles z E a,(A)\a,(A) folgt deshalb 
6 q,(z) bezeichnet die Menge derjenigen Eigenwerte von 2, zu denen ein nicht- 
positives Eigenelement gehkt. 
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z~A.z,, woraus sich (I .7) ergibt. Umgekehrt ist fiir jedes h E (A, u RI) n BA 
der Operator A,: 
z&4,) := f.H.{rD(A), m,:, 
4(f + v(4) : = Af + WY, (f E W), d4 E %)7 
(1.9) 
eine kanonische Erweiterung von A (vgl. [2], Satz 3.1). Daraus ergeben sich 
ohne Schwierigkeit die letzte Aussage von (a) und (c); (b) folgt aus (a). 
Der Operator A, aus (1.9) hat fur A E A, n r(A) o ff ensichtlich die Eigenschaft 
h E a,,(&); fur eine minimale Erweiterung A mit h E q,(A) folgt andererseits 
aus LCO - hP, = 0, [a o , go] < 0 wegen (1.8) &,, = ary(h), also 0 = 1 01 /*[v(h), 
d41 d k 9 5a] < 0, d.h. ?a = a&). Deshalb gilt 2 = A, , also gehort 
X E A, n r(A) fur genau eine Erweiterung A zu o,,(L?‘). 
1st X E (T, n r(A))\dA , dann wPhlen wir die kanonische Erweiterung rl! 
aus (1.6) gemal3 (b) so, da8 h E p(A) gilt. Im Falle h # 1 gehort zu jeder 
Funktion T E N, mit T(h) = -Q(h) nach (1.6) eine n-selbstadjungierte 
Erweiterung /l(r) mit h E q,(A(r)); ist h = 1, so gehiirt zu jeder Funktion 
TE N, , die bei X holomorph ist und fur die T(h) = -Q(h), T’(h) = -Q’(h) 
(=- [p(h), q(h)] > 0, siehe (1 S)) gilt, eine rr-selbstadj ungierte Erweiterung 
A(r), fur deren Resolvente h ein Pol mindestens zweiter Ordnung ist. Deshalb 
existieren zu jedem X E (T, n r(J))\A, unendlich viele Erweiterungen, die X 
als Eigenwert mit einem nullartigen Eigenelement haben. Daraus ergeben 
sich leicht die Aussagen (d) und (e). 
1st X E (T, n ~(~4) n @)\A, und wahlen wir rf in (1.6) wieder so, da0 h 
zu p(A) gehijrt, dann gilt gema (1 S) Q’(X) < 0. Fur jede Funktion T E N, 
mit T(h) = -Q(h), T’(X) + Q’(h) < 0, ist h ein Pol der Resolvente der 
Erweiterung A(r), die nach (1.6) der Funktion T entspricht, und fiir den zum 
Eigenwert h gehiirigen r-orthogonalen Projektor PiT) von A(r) und x E 17, folgt 
also ist das zu X gehijrige Eigenelement von /l(r) negativ. Daraus ergibt sich 
leicht die Aussage (f). 
1st ein isolierter Punkt X von A, kein Eigenwert von A, so gehiirt er zu r(/l), 
also finden wir wieder eine kanonische Erweiterung /l mit h E p(A). Fiir 
nichtreelles X hatte dann die harmonische Funktion Im Q(Z) bei x = h gemal 
(1.4) eine isolierte Nullstelle, Widerspruch. Fur reelles h folgt die Aussage (g) 
z.B. aus [2], 5 6.2. 
FOLGERUNG 1.3. Die Funktion q(z) aus (1.2) ist meromorph in Qr . 
FOLGERUNG 1.4. Gibt es fiir einen reellen Punkt h, E r(A) mindestens zwei 
r-selbstaa’jungierte Erweiterungen & A (vom Index K) von A mit A, E q,(A) n q,(A), 
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aTann gibt es sogar unendlich viele 7-r-selbstadjungierte Erweiterungen van A, fiir 
die X, Eigenwert mit negativem, und unendlich viele Erweiterungen, fiir die h, 
Eigenwert mit nullartigem Eigenelement ist. 
Im Falle K = 1 besagt Folgerung 1.4, da13 unter der dort getroffenen 
Voraussetzung der Operator A sogar unendlich viele elliptische und unendlich 
viele parabolische Erweiterungen a hat, fiir die h, zu a,,(A) gehort; unter 
diesen Erweiterungen gibt es genau eine (und zwar elliptische) kanonische 
Erweiterung. Diese Aussage steht in engem Zusammenhang mit Satz 3 aus 
[7] (siehe such [S]), worauf wir in Teil IV dieser Arbeit eingehen werden. 
3. 
Den T-hermiteschen Operator A im mK-Raum l7, nennen wir reguliir, wenn 
Y(A) = C gilt, d.h., alle Punkte der komplexen Ebene sind von regularem 
Typ. Bekanntlich hei& ein T-hermitescher Operator einfach ([2], $2.2; [3], 
9 3.1), wenn er keinen nichtreellen Eigenwert hat und die abgeschlossene 
lineare Hiille semer Defektraume %, , z # Z, mit LrK zusammenfallt. 
BEHAUPTUNG 1.5. Ein reguliirer r-hermitescher Operator ist einfach. 
Beweis. Fur einen rr-hermiteschen Operator A gestattet der Raum 17, 
gemal Satz 1.1 aus [3] eine Zerlegung der Form 
17, = %[+l(~o -i- w[+l fm’; 
dabei sind 91° und ‘W neutrale schiefverbundene (also endlichdimensionale) 
Teilraume, %, und %B’ sind Pontrjaginraume mit K, bzw. K’ negativen Quadraten 
(K~ + K’ + dim 8” = K), und der Operator A hat beziiglich dieser Zerlegung 
die Matrixdarstellung 
[lyp2;j 
mit einem einfachen r-hermiteschen Operator A, , einem 7r-selbstadjungierten 
Operator A, und endlichdimensionalen Operatoren A, , j = 1,2, 3,4. Da 
jeder Eigenwert von A,, such Eigenwert von A ist, mu8 W = (0) = w sein. 
Im Falle 9.X’ # (0) ware a,(&) u a,(A,) # {0}, denn das Spektrum eines 
r-selbstadjungierten Operators ist nicht leer. Die Punkte von a,(&) u a,(&) 
kijnnen aber nicht von regularem Typ fiir A sein. Somit gilt IirK = ‘$&, , d.h., 
der Operator A ist einfach. 
Mit der Folgerung 6.2 aus [2] ergibt sich daraus die 
5W30/3-8 
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FOLGERUNG 1.6. Jeder reguliire Operator gestattet rein hyperbolische Erweite- 
rungen. 
Dabei hei& eine Erweiterung d in einem Raum nK (von demselben Index 
wie der Ausgangsraum) rein hyperbolisch, wenn die Summe der algebra&hen 
Vielfachheiten der in der oberen Halbebene C,, gelegenen Eigenwerte von B 
gleich K ist. 
BEHAUPTUNG 1.7. Ist A ein reguliirer rr-hermitescher Operator mit Defekt 
eins, so gilt: 
(a) Die Menge T, ist kompakt; sie besteht aus hijchstens 2K Komponenten. 
(b) A, ist die Menge der Randpunkte von r, . 
(c) A, enhalt keine isolierten Punkte. 
(d) A, n R1 besteht aus htichstens endlich vielen Punkten. 
Beweis. Die erste Aussage folgt durch Anwendung des Kompaktheits- 
argumentes aus [3], $ 7.1, Aussage (c) LB. aus (g) von Behauptung 1.2 und 
Behauptung 1.5. GemaR Aussage (b) von Behauptung 1.2 gibt es zu jedem 
h E C eine kanonische n-selbstadjungierte Erweiterung A mit /\ E p(B). Damit 
ist die zugehiirige Q-Funktion bei h holomorph, also Im Q(z) bei z = h 
harmonisch. Daraus ergeben sich wegen (1.4) und (1.5) leicht die iibrigen 
Aussagen der Behauptung. 
2. NICHTNEGATIVE VERALLGEMEINERTE RESOLVENTEN EINES 
NICHTNEGATIVEN OPERATORS 
1. 
Wir erinnern, dal3 ein r-hermitescher Operator A in IfK nichtnegativ hei&, 
wenn [Af,f] 3 0 fur alle fe 3(A) gilt. Im Zusammenhang mit den Betrach- 
tungen zum indefiniten Analogon des Stieltjes’schen Momentenproblemes 
(dem Problem P(H,+)) in Teil III dieser Untersuchungen ist die Beschreibung 
aller nichtnegativen verallgemeinerten Resolventen eines nichtnegativen 
Operators mit Defekt eins von Interesse. Wir formulieren in diesem Paragraphen 
diesbeziigliche Resultate; sie ergeben sich im wesentlichen durch Spezialisierung 
der Ergebnisse aus [9]. 
In 17, wahlen wir ein positiv definites Skalarprodukt (., .) so, daD zwischen 
diesem und dem n;Skalarprodukt [*, .] die Beziehung 
[f, gl = (Jf, d, (f* g E a> (2.1) 
besteht, wobei J : = P+ - P- die Differenz zweier r-orthogonaler Projektoren 
P+ , P- mit P+ + P- = I ist. Dann ergeben sich die kanonischen r-selbstad- 
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jungierten Erweiterungen 2 des a-hermiteschen Operators A genau aus den 
kanonischen Erweiterungen B des (beztiglich des Skalarproduktes (*, e)) 
hermiteschen Operators B := JA gemal A = JB. Hierbei entsprechen die 
nichtnegativen Erweiterungen eines nichtnegativen ,r-hermiteschen Operators 
A genau den nichtnegativen Erweiterungen des zugehorigen Operators B. 
Aus einem bekannten Resultat des ersten Verfassers folgt damit: 
Ist 4 ein nichtnegativer r-hermitescher Operator in 17, , so besteht folgende 
Alternative: 
(i) A besitzt genau eine nichtnegative kanonische r-selbstadjungierte Erweite- 
rung (dieser Fall kann such vorliegen, wenn der Defekt von A positiv ist); 
(ii) A besitzt unendlich viele nichtnegative kanonische n-selbstadjungierte 
Erweiterungen. 
Im Falle (i) hat der Operator A genau eine nichtnegative minim& r-selbstad- 
jungiate Erweiterung (diese ist kanonisch und vom Index K); es gibt keine nicht- 
negativen minlmalen r-selbstadjungierten Erweiterungen van einem Index R > K. 
Uns interessiert nur der Fall (ii). AuBerdem setzen wir der Einfachheit 
halber voraus, da8 der nichtnegative rr-hermitesche Operator A den Defekt 
eins hat und 0 E r(A) gilt.6 
Der oben eingeftihrte Operator B hat im Falle (ii) zwei ausgezeichnete 
kanonische nichtnegative Erweiterungen, die harte oder Friedrichs’sche Erweite- 
rung B, und die weiche Erweiterung B, . Wir setzen A, : = JB, und A, := 
JBn,I und nennen diese wieder die harte bzw. die weiche Erweiterung von A. 
Die Operatoren A,, und A, sind unabhangig von der speziellen Wahl des 
Operators Jaus (2.1). Urn das fiir A, zu sehen, beachten wir, daD stets 0 E u(B~,), 
also such 0 E a(A,,) gilt. Deshalb ist A, diejenige kanonische Erweiterung 
von -4, fiir die A,%,, = (0) gilt. Da nach Voraussetzung A,, # A, ist, muB 
gemPB Behauptung 1.1, (a) such 0 E p(A,) gelten. 
Wir wlhlen jetzt als fixierte kanonische Erweiterung A (siehe 5 1.1) die 
harte Erweiterung A, und die Q-Funktion 
Q&4 = 4d4, VW (2.2) 
SchlieBlich werde fur eine komplexwertige Funktion F mit F- die Funktion 
F-(Z) : = F(x)/z bezeichnet. 
BEHAUPTUNG 2.1. Neben den vor Behauptung 1 .l genannten Eigenschaften 
(i-iii) hat die Q-Funktion Q0 aus (2.2) noch die folgenden: 
(iv) Die Funktion Q,,- geh6rt mr KZasse N, ; 
B Wesentliche Teile der folgenden Betrachtungen gelten such ohne diese Voraussetzung; 
dann wird aber insbesondere die Definition der Q-Fur&ion Q0 komplizierter. 
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(v) Mit Ausnahme van hiichstens K Polen ist die Funktion Q,, auf der 
negativen Halbachse holomorph, und es gilt 
&Qo(r, = --co. 
Bezoeis. Die Aussage (iv) folgt sofort aus der Beziehung 
Qy 1 p,(S) = [A&l, - d-1 q(O), (A, - U-l @)I 
und der Nichtnegativitlt des Operators A, . 
Da das negative Spektrum von A, aus genau K isoiierten Eigenwerten 
besteht, hat Q. hijchstens K Pole auf der negativen Halbachse. Die Spektral- 
fur&ion des Operators -4, bezeichnen wir mit E, (t E R1) (insbesondere ist 
also E, der r-selbstadjungierte Projektor auf die lineare Hiille der Eigenrlume 
von A, zu negativen Eigenwerten) und setzen noch Ei := I - E, . Dann gilt 
fury < 0, y $ ~$4,) 
QoW = +X&4, - ?/IF1 EodO), EodO)l 
+ Y [A,(-4, - Y+’ &W -%dW. (2.3) 
Der erste Summand der rechten Seite hat offensichtlich einen Grenzwert fiir 
y 4 -co. Wir nehmen jetzt an, es sei lim,,-, Qo(y) > ---so. Daraus folgt 
gem8 (2.3) die Existenz des Grenzwertes 
$2 Jo= & WdO), v(O)1 =$E YLU~ + YO--~ &P(O), %@)I < 00, 
also gilt 
s m t WtdO)~ do)1 < co. 0 
Fur die Folge (vn): v,, := st dE, p(O) ergibt sich damit 
II %I - -%@)lI - 0, 
d.h. 
E4hJn - %> ‘Pa - %A - 0 (n, m - a), 
II Pn - GP(0)l/ - 0, R(% - %A vn - %I) - 0, (n, m - a), 
also gehijrt das Element E&(O) zu D(B,!/“). Wegen Eo’p(0) E II)(&) = D(B,) 
gilt deshalb such ~(0) E TJ(B:/‘). Dann gibt es gema [lo, NO 109, Satz 21 eine 
Fob (h) C W) = WQ II A - dO)ll - 0, (B(h - bd, 4” - AJ * 0, 
und es folgt 
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d.h. B;‘2v(0) = 0. D as widerspricht aber der oben vermerkten Eigenschaft 
0 E p(A,) der Friedrichs’schen Erweiterung A,, . Damit ist die Behauptung 
bewiesen. 
BEHAUPTUNG 2.2. Es sei A ein nichtnegativer a-hermitescher Operator mit 
Defekt eins im Raume IIH , 0 E r(A) und A, + A, . Dann aermittelt die Gleichung 
R, = (A, - 4-l - (Q&4 + T(4)-Y., d31d4 (2.4) 
eine eineindeutige Beziehung zwischen der Menge aller nichtnegativen verall- 
gemeinerten Resolventen R, vom Index R (2~) des Operators A und allen Funk- 
tionen T mit den Eigenschaften 
(1) TE tin-K ; 
(2) T-E&). 
Dabei ergibt sich die harte Erweiterung A, fiir T(z) = co, die weiche Erweiterung 
A,,,, fiir T(x) = 0. 
Im Falle I? = K ergibt sich die erste Aussage aus [9], Satz 3.3, im Falle 
E > K aus dem Beweis von [9], Satz 3.2 (d ieser Beweis bleibt fiir Funktionen 
T E N,-, richtig). Die letzte Aussage folgt aus der Tatsache, da0 A, die 
einzige kanonische Erweiterung mit 0 E u(AM) ist. 
Wir bemerken noch, daD gemal Behauptung 1 .I die Gleichung (2.4) eine 
eineindeutige Beziehung zwischen a 11 e n verallgemeinerten Resolventen R, 
von A vom Index ri: und allen Funktionen T mit der Eigenschaft (1) vermittelt. 
2. 
Wir betrachten die nichtnegativen Erweiterungen vom Index K genauer. 
Ihre verallgemeinerten Resolventen ergeben sich aus (2.4), wenn fur T eine 
Funktion mit den Eigenschaften 
eingesetzt wird. Diese Funktionen T lassen sich gemaD [11], $ 5, such 
folgendermaRen charakterisieren: 
(a) T&l,; 
(B> gilt T(4 + ~0, so ist T holomorph auf3erhalb [0, co); 
(14 gilt T(4 + ~0, soistT(y)<Oftiry<O. 
Das negative Spektrum jeder nichtnegativen Erweiterung A vom Index K 
besteht gema [l, 5 21 aus K oder K - 1 Eigenwerten negativen Typs, wobei 
letzteres genau dann eintritt, wenn 0 E q,(A), d.h. 
b49, do>1 = > QidO) < 0 (2.5) 
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gilt. Die Erweiterung A, ist dann die einzige kanonische Erweiterung /?, 
fur die 0 E q,(a) gilt; steht in (2.5) das Gleichheitszeichen, so ist sie tiberhaupt 
die einzige nichtnegative Erweiterung mit dieser Eigenschaft. Insbesondere 
hat die harte Erweiterung A,, stets K negative Eigenwerte; jeder solche Eigenwert 
ist ein einfacher Pol der Resolvente von A, und damit einfacher Pol von Q,, . 
Gem33 den Behauptungen 1 .l und 2.2 ergeben sich die kanonischen nicht- 
negativen verallgemeinerten Resolventen aus (2.4), wenn T(z) = t (==const) < 0 
oder T(x) = co gesetzt wird; das negative Spektrum der zur Fur&ion T(z) = t 
gehijrigen Erweiterung Att) besteht aus den Lijsungen y der Gleichung 
Q,,(y) + t = 0, ein zu einer solchen Losung y gehijriger Eigenvektor ist p(y). 
Da diese Eigenvektoren alle negativ sind und Q:(y) = [v(y), v(y)] gilt, ist 
der Anstieg der Funktion Q,, fur alle Punkte y < 0 mit Q,,(y) > 0 negativ. 
Da weiter die Funktion Q0 auf der negativen Halbachse genau K einfache 
Pole hat und lim,,-, QO( y) = - co gilt, besteht die Menge 
{Y: Qo(Y) 2 0, Y < 0) 
aus genau K Intervallen 3, > 3s > *.. > 3, positiver Lange. Vereinbaren wir, 
zu 3r den Nullpunkt hinzuzunehmen, falls dieser ein Randpunkt von 3r ist, 
d.h. falls Q:(O) < 0 gilt, so sind ~3~ ,..., 3, abgeschlossen. 
In der folgenden Behauptung verstehen wir unter einer Erweiterung wieder 
stets eine ?r-selbstadjungierte Erweiterung. 
BEHAUPTUNG 2.3. Es sei A ein nichtnegativer Ir-hermitescher Operator mit 
Defekt eins, 0 E r(A) und AM # A, . Dunn gilt: 
(a) Das negative Spektrum jeder nichtnegativen Erweiterung A won A 
Ziegt in ukhl 3, , und a,,(A) n 3, besteht aus genau e&m Punkt; 
(b) Zu jedem y E u:=, & gibt es genau eine nichtnegative kanonische 
Erweiterung A mit y E a,(A); 
(c) Zu jedem inneren Punkt y won u:,, gJ7 gibt es unendlich viele nicht- 
negative Erweiterungen A mit y E o,(A). 
(d) Die Punkte min 3, , r = 1, 2 ,..., K (bzw. max 3,) r = 1,2 ,..., K und 
x = 0) sind die nichtpositiven Eigenwerte won A,, (bzw. AM). 
(e) Gilt fiir ein r = 1, 2,..., K und eine nichtnegative Erweiterung A: 
min 3, E a(A) (bzw. max 3,. E o(A), max 3, # 0), so ist A = A, (bzw. A = A,). 
(f) Die Erzueiterungen A, und A, sind dudmch charakterisiert, d4p fiir 
jedes y E (--a, O)\(U:pl g,), jede nichtnegative Erweiterung A und jedes f E l7, 
gilt: 
[(A, - YO-'if, f 1 =G [(A - rPf> fl G NAM - YWL fl. 
Be&s. Die erste Aussage von (a) folgt aus der Tatsache, dal3 siimtliche 
Nullstellen y < 0 der Fur&ion Q0 + T fur ein T mit der Eigenschaft (r) 
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in &, 3, liegen. Die zweite Aussage von (a) folgt fiir kanonische Erweiterungen 
aus der Monotonie der Funktion Q,, iiber jedem der Intervalle 3, , r = 1,2,..., K. 
Fiir eine beliebige Funktion T f co mit den Eigenschaften (a)--(c) hat die 
Gleichung QO(y) + T(y) = 0 ff o ensichtlich in jedem Interval1 3,) Y = 2 ,..., K, 
mindestens eine Losung, d.h., in jedem solchen Interval1 liegt mindestens 
ein Eigenwert der zugehijrigen Erweiterung A(r). Wir iiberlegen uns, da0 
in einem solchen Interval1 nicht mehr als ein Eigenwert von /l(r) liegen kann. 
Dazu betrachten wir fiir ein r mit 2 < Y < K das Integral 
wenn Pp) den Riesz’schen Projektor zu dem in 3, gelegenen Teil von u(AtT)) 
bezeichnet ($?r-Kreis, der 3;, im positiven Sinne umhiuft und fiir den alle 3, , 
s # I, augerhalb liegen). Verstehen wir unter der Konvergenz einer Folge 
(T,,) von Funktionen mit den Eigenschaften (01) und (8) die gleichmZl3ige 
Konvergenz der T, auf jedem Kompaktum von C\[O, co), dann h%ngt 
dim pPtT’17, stetig von T ab. Da die Menge der betrachteten Funktionen T 
zusammenhiingend ist und fur T(z) = t auSerdem dim ijPt”‘l7, = 1 gilt, 
besteht diese Gleichung sogar fur alle T mit den Eigenschaften (a)-(r). Daraus 
folgt leicht, da13 PLT’L!, eindimensional ist. Da fiir die Erweiterung A(r) das 
kritische Spektrum u,,(AtT)) andererseits aus genau K nichtpositiven Punkten 
besteht, liegt in jedem der Intervalle 3,) Y = 1, 2,..., K, genau ein Punkt von 
u&4’T’).’ 
Die nunmehr einfachen Beweise der Aussagen (b)--(d) kiinnen dem Leser 
iiberlassen werden. Aussage (e) folgt aus der Tatsache, daI3 ftir eine Fur&ion T 
mit den Eigenschaften (a)-(r) aus T(y,) = 0 (bzw. co) und ys < 0 stets 
T(y) = 0 (bzw. -00) folgt. SchlieSlich ergibt sich aus (2.4) fiir y E (-co, O)\ 
UL 3,: 
[(A - YW1f,fl = MI - YV’hfl - Q;-$v-;;y) 2 [(k - Y1>-lfdl, 
t&4 - YV1f,fl = [(4 - YW1f,f] - ‘[$$yz 
womit die Behauptung bewiesen ist. 
’ 1st max 3, < 0, so vereinfacht sick der Beweis wesentlich. 
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3. DIE U-BJZSOLVRNTENnIATRIx EINES a-HERMITESCHEN OPERATORS 
MIT DEFEKT EINS 
1. 
Es sei A wieder ein n-hermitescher Operator mit Defekt eins. Fur ein 
beliebiges Element u E l7, bezeichnen wir mit r,(A) die Menge aller z E C 
mit der Eigenschaft 
rr, = w, -i- {Au: h E c> (3.1) 
und setzen noch fu(/l) : = Y,(A) n Y,(A). 1st fiir ein Element u E l7, die Menge 
?,(A) # 0, so nennen wir u ein Modulelement des Operators A. 
Die Menge r,(A) besteht aus allen z EY(A) mit u #!lJ$. Wahlen wir eine 
kanonische Erweiterung A und definieren mit ihr gemal (1.2) fur z E r(A)\+!) 
die Funktion F : V(Z) E ‘9& , so besagt u # 9J)32, fiir diese Punkte Z: [u, p(n)] # 0. 
Da die Funktion T(Z) in jeder Komponente von r(A) meromorph ist, folgt 
fiir eine solche Komponente pa aus p,, n r,(A) + o , da8 sie mit evtl. Ausnahme 
hijchstens abzahlbar vieler isolierter Punkte ganz zu r,(A) gehort. Das Element 
u ist also ein Modulelement fiir d, wenn in jeder Halbebene Co und C, ein 
Punkt z mit u 4 W, existiert. 
Fiir x E r,(A) definieren wir zwei Funktionale g(z) und 2!(z) auf 17, folgender- 
maBen: (g(z) f) u sei die zur Zerlegung (3.1) gehiirige Komponente des 
ElementesfE 17, in Richtung von u, d.h., es gelte 
f - P(z)f)u E 94 o&r [f - (~(z)f)u, ~(31 = 0 (3.2) 
(f~ 17, , z E r,(A)); daraus folgt 
(3.3) 
SchlieDlich setzen wir 
9(z)f := [(A - zI)-‘(f - (LP(z)f)u), ]. (3.4) 
Das Funktional 9(z) ist definitionsgemPf3 unabhlngig von der speziellen, 
zur Definition von q~ benutzten Erweiterung A, fur das Funktional 9(z) folgt 
dasselbe aus der ersten Beziehung in (3.2). Daraus ergibt sich die 
BRIIAKJPTUNC 3.1. Fiir jedes f E 17, s&d 9(z)f und .Z?(z)f in r,(A) holomorph. 
Betrachten wir n, als zu sich selbst dual, wobei die Dualitat durch das 
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n-Skalarprodukt erzeugt werde, so lauten die adjungierten Abbildungen P(Z)* 
und d(z)* (a E C) 
(3.5) 
2. 
Wir benijtigen im folgenden zwei Lemmata. 
LEMMA 3.2. Es sei z, E r(A) und A eine kanonische Erweiterung mit z, E o(A). 
Dunn stimmt die Ordnung des Poles z, der Resolvente FOR A iiberein mit der 
Ordnung des Poles x1 der zugehBr&n Funktion p)(z) aus (1.2). Ist iiberdies z E r,(A), 
so gilt dasselbe fiir die Funktion [u, T(T)]. 
Beweis. Gestattet die Resolvente von A bei z1 die Entwicklung 
(A - .el = /& + (zlE~k,;,-l + -**, EL # 0, 
so enthllt der Wertebereich von E-, nur Eigenelemente von A zum Eigenwert Z, 
also stimmt dieser Wertebereich mit !RZ iiberein. Aus dem Beweis von [2], 
Satz 3.3, folgt, darj fur yI E !R< , q+ # 0, in jeder Umgebung von Z, Punkte 
zo E PM> existieren mit 
h 9 &o)l f 0. (3.6) 
Hltte P(Z) bei x = z1 einen Pol von einer Ordnung <k, so wiirde dasselbe 
fur (A - zl)-l q+ro) gelten, also ware E-,&z,) = 0, d.h. 
fur allefE nM . (3.7) 
Der Wertebereich von E-k ist aber der Teilraum 3% , deshalb widersprechen 
die Beziehungen (3.6) und (3.7) einander. 
Hat p)(z) bei z = Z, die Entwicklung 
so folgt leicht P)-~ E SIG , also [u, v--k1 # 0. 
LEMMA 3.3. Es sei B ein linearer Operator im Raume 17,) X ein normaler 
406 KREIN UND LANGER 
Eigenwert non B der geometrischen Vielfachheit eins und der algebraischen 
Vielfachheit n.8 Dam hat fiir beliebzge f,g E 17K die Funktion F: 
F(z) : = ((B - zyg, g](B - x1)-y - [(B - q-‘f, gl@ - 4-k 
bei z = X einen Pol von einer Ordnung <n. 
Beweis. Die Elemente e, , e, ,..., e, mijgen eine Jordansche Kette von B 
zum Eigenwert A bilden: 
Bej - Aej = ej+l , j=l,2 ,..., n; e -0, n+1 - 
der zugehijrige Rieszsche Projektor P,, habe die Gestalt 
mit gewissen Elementen ei E 17, , i = 1,2,..., n. Dann besteht bei z = h die 
Laurententwicklung 
mit BI, = -(B - rV)k-l PA = -CyIy [., ei] ej+r-r . Der Koefhzient von 
l/(z - X)an-r, 0 < Y < n - 1, der Entwicklung von F urn z = X lautet 
to (fBw+J, 81 h-of - [B,d, g] B,-,+,g} 
Fur feste p, Y, 1 < p, Y < n, ergibt sich a.ls Koefiizient von [f, ei][g, e:]: 
r-s+1 r-u+1 
.zsl ku+n-r+e-l , d en+v-D--l - D&.+l [en+v--rr--r , d eu+n--r+o--l = 0, 
was zu zeigen war. 
8 Also hat die Resolvente von I3 bei X einen Pol der Ordnung n. 
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3. 
Bezeichnet R, wieder eine verallgemeinerte Resolvente (vom Index R) des 
r-hermiteschen Operators A und ist u E l7, , so nennen wir die Funktion 
[Rzu, u] eine u-Resolvente (worn Index R) des Operators A. Sie ist offensichtlich 
definiert und holomorph auf p(A), wenn A die zur verallgemeinerten Resolvente 
R, gehiirige minimale rr-selbstadjungierte Erweiterung von A bezeichnet. 
Fiir eine kanonische (bzw. nichtnegative) verallgemeinerte Resolvente R, 
nennen wir such die zugehiirige u-Resolvente kunonisch (bzw. nichtnegativ). 
Bemerkung 3.4. Eine u-Resolvente vom Index c von A gehort offensichtlich 
zu einer Klasse N,, , 0 < IC’ < IZ; dabei geniigt sie such den Bedingungen 
von Satz 1.5 und Bemerkung 1.9 aus [l]. 1st das Element u sogar erzeugends 
fiir die zu R, gehijrige minimale r-selbstadjungierte Erweiterung -4 von A, 
so ist K’ = I?. 
1st W eine Matrixfunktion: 
definiert auf einer gewissen Teilmenge der komplexen Ebene, und T eine 
komplexwertige Fur&ion, so erklzren wir eine Fur&ion S(T) durch die 
Gleichung 
m(T)&) .= wd2) T(z) + wdx) ; 
’ ws&) W + w& (3-g) 
ihr Definitionsbereich besteht dabei aus allen Punkten Z, in denen der Ausdruck 
auf der rechten Seite sinnvoll ist. 
Sind W, und W, zwei solche Matrixfunktionen, so ergibt sich fur alle a, 
fiir die nur slmtliche Abbildungen erklirt sind, die Beziehung 
fW’ms(TM4 = fW”Kd mit W:= W,W,. (3.9) , 
SchlieDlich sei noch 
J:= (; -3, E := (; ;). 
SATZ 3.5. Es sei A ein x-hermitescher Operator mit Defekt eins wad u E 17X 
ein Modulekwaent won A. Dann existiert eine auf ?JA) erkliirte und holomorphe 
Matrixfunktion W: 
S Das Element u E II, hei& erzeugend fiir den *-selbstadjungierten Operator B in I7, , 
wenn I& = a.l.H.{(B - zI)-4, : z E p(B)} gilt. 
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so da9 die Gleichung 
[RA 4 = a(T)(z), (z E f&v), (3.10) 
eine bijektive Beziehung zwischen allen u-Resolventen vom Index K des Operators A 
und allen Funktionen T der Klasse fl,, vermittelt. 
Beweis. Aus Behauptung 1.1 folgt, dal3 die Gleichung 
(3.11) 
(As,: = (A - zI)-I) J ‘e d em T E I$, eine u-Resolvente vom Index K zuordnet 
und auf diese Weise alle solchen u-Resolventen von A erhalten werden. Wir 
setzen 
dann hat die rechte Seite von (3.11) die Form &(T)(z). 
(3.12) 
Die Funktion [u, P(Z)] ist in r,(A)\o(A) h o omorph 1 und verschwindet dort 
nicht, die Punkte von rU(A) n o(A) sind Pole von [u, V(Z)], deren Ordnungen 
gemal Lemma 3.2 mit den Ordnungen der Pole der Resolvente von A iiberein- 
stimmen. Deshalb sind die Funktionen r&(z), r&,(z) und z&(z) in r,(A) 
holomorph. Fur z&(z) folgt dasselbe aus Lemma 3.3, wenn man nur beachtet, 
da8 die in r(rl) gelegenen Eigenwerte von A einfach sind. 
Aus (3.12) ergibt sich weiter 
det l@(z) = y(s&i . 
u, z 
(3.13) 
Da die rechte Seite dieser Gleichung fiir z E fJ-4) nicht verschwindet, hat 
I!‘(z) fur diese z eine Inverse I@(z)-l. Deshalb ist die Abbildung m gem%% 
(3.9) sogar bijektiv. 
Bemerkung 3.6. Gilt fiir den Operator A sogar @A = C, und ist u ein 
Modulelement, so ist die zugehiirige Resolventenmatrix J@(z) meromorph 
in C. Fiir die Bedingung fU(A) # o ist in diesem Falle nach den Bemerkungen 
am Anfang dieses Paragraphen hinreichend, daB (3.1) ftir einen Punkt z E C 
besteht. 
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Bemerkung 3.7. Betrachten wir die Beziehung (3.10) fur alle verallge- 
meinerten Resolventen R, vom Index K bei festem z = Z, E fU(A), Im z,, # 0, 
so durchlauft die linke Seite [RzOu, u] eine abgeschlossene Kreisscheibe, eine 
abgeschlossene Halbebene oder das Komplement einer offenen Kreisscheibe 
(ist Im 3s hinreichend grol3, so liegt stets der erste Fall vor). Den kanonischen 
u-Resolventen entsprechen genau die Punkte des Randes dieses Bildbereiches 
in der erweiterten komplexen Ebene. 
Die Bemerkung in der Klammer ergibt sich sofort aus der Tatsache, dab 
ein Punkt zU 7~ %,, genau dann zum Spektrum einer n-selbstadjungierten 
Erweiterung vom Index K gehort, wenn z,, E r, gilt. Liegt [RzOu, u] auf dem 
Rand des beschriebenen Gebietes, so mu0 such fur die zugehijrige Funktion T 
der 1Vert T(z,) reell, also T sogar konstant sein. 
4. 
Jede Matrixfunktion IV mit den in Satz 3.5 genannten Eigenschaften heibe 
eine u-Resolventenmatrix des Operators A. 
SATZ 3.8. Sind W,(x) und W,(z) zwei u-Resolventenmatrizen des Operators 
A aus Satz 3.5, so gibt es eine (iJ)-unit&e Matrix U und eine auf FU(A) stiickweise 
hoZomorphe Fur&ion p(z), so dup W,(z) = /3(z) WI(z)Cr gilt. 
Beweis. Es sei W eine u-Resolventenmatrix fur A. Dann gilt det W(z) # 0 
fur alle Punkte z E fU(A); anderenfalls hatte namlich [R,u, u] fiir alle verall- 
gemeinerten Resolventen R, denselben Wert, also ware [u, T(Z)] = 0 oder 
[u, v(z)] = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung z E f,(A). 
Zu jeder u-Resolvente [R,u, u] des Operators A gibt es zwei Funktionen 
T, TI E 6l, mit der Eigenschaft [R,u, u] = !&(T)(z) = %I(T,)(z), d.h. es gilt 
T = %(T,) mit V(Z) = I@(Z)-l IV(z). 1st z E ?,(A) n C, , so bilden folglich 
die von V(Z) und I’(Z)-l entsprechend (3.8) erzeugten gebrochen linearen 
Abbildungen die obere Halbebene C,, in sich ab, also sind beides Abbildungen 
van C, auf sich. Deshalb ist V(Z) kollinear zu einer (iJ)-unitaren Matrix, 
hat somit als in ?,(,4) stiickweise holomorphe Funktion gemal [12] die Gestalt 
V(x) = a(x)U 
mit einer von z unabhangigen (iJ)-unitaren Matrix U und einer in fU(A) 
stuckweise holomorphen, nichtverschwindenden Funktion a(z). Damit ergibt 
sich 
W(x) = ck(x) l@(x)U, 
woraus leicht die Behauptung folgt. 
(3.14) 
SATZ 3.9. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.5 hat jede u-Resolventen- 
matrix W van A die folgenden Eigenschaftenn: 
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(1) In der Beziehung (3.10) tpr h en s ec en die reellen Konstanten T (ein- 
schlieJlich 03) genau den kanonischen u-Resolventen. 
(2) Die Gleichung (3.10) vermittelt eine eineindeutige Bexiehung zwischen 
allen u-Resolventen corn Index R (>K) des Operators A und allen Funktionen 1 
der Klasse NzPK. 
(3) Zu TV gibt es eine in ?,(A) stiickweise holomorphe, nichtverschwindende 
Funktion /3, so day die Gleichung 
B(.gB(5) q4 Pw* = J + (x - Cl ($$)) (=w* - w)*) (3.15) 
besteht; fur die Resolventenmatrix fi’ aus (3.12) ist dabei /3(z) = 1. 
Beweis. Die Aussagen (1) und (2) folgen aus der Tatsache, dal3 sie gem%3 
dem Beweis von Satz 3.5 und Behauptung I .I fur die u-Resolventenmatrix 
TV(z) gelten und zwischen W(Z) und l&(z) die Beziehung (3.14) besteht. 
Fiir die Elemente der Matrixfunktion W(Z) aus (3.12) ergeben sich die 
Beziehungen (beachte (3.3)-(3.5) und (1.3)) 
~ %2(4 m - %c4 %a = [u, v(f)l[&, ul [lzzup IIIpPs u1 [&, qJ(z)](x - [) 
= 1 - (Z - 5) P’(Z) Z?(C)*. 
Die Matrixfunktion I@ geniigt also der Gleichung (3.15) mit B(Z) = 1. Fiir 
eine beliebige u-Resolventenmatrix ergibt sich jetzt die Beziehung (3.15) aus 
(3.14) (/I(Z) = I/&Z)). Damit ist der Satz bewiesen. 
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Enthalt r,(A) einen reellen Pm&t a, so kann die u-Resolventenmatrix W 
so gew5hlt werden, dab IV(a) = E gilt. Diese u-Resolventenmatrix stimmt bis 
auf einen in Y&4) holomorphen Faktor 01(z), a(a) = 1, mit 
W(z) = E - (z - a) (T),)) (+z)* - a(a)*) J (3.16) 
5. 
Wir setzen jetzt zusatzlich voraus, daD im rK-Raum 17, eine Involution 
gegeben ist. Darunter versteht man bekanntlich (vgl. [ 131, IX, 5 2) eine 
Abbildung f --f f’ von 17, in sich mit den Eigenschaften 
(f ‘)’ = f? [f ‘? g’l = [f, A* 
Ein Element f E L!, he& reel1 beziiglich dieser Involution, falls f = f’ gilt; 
ein Operator A in IIK heil3t Y.&Z beziiglich dieser Involution, falls aus f E T)(A) 
such f’ E B(A) folgt und A( f ‘) = (Af )’ gilt. 1st A ein reeller r-hermitescher 
Operator in LrK mit Defekt eins,lO so sieht man leicht, dal3 vZ E !I& stets (&’ E !I& 
nach sich zieht; analog [ 131, Satz 9.14 sind alle kanonischen n-selbstadjungierten 
Erweiterungen von A reell. 
Es sei jetzt z, E r(A), $(zo) E 9&O , #(zo) + 0. Dann gilt such 
9J(zo) : = t&o) + (A - ~oZ)(A - ?J)-’ vGo> E q, 
und es folgt CJJ(Z~)’ = ~(5~0) sowie allgemein fur beliebiges a, ZE r(A) such 
9)(x)’ = p)(5). W’ ir vereinbaren, im folgenden fiir einen reellen Operator 4 die 
Fur&ion q~ stets mit dieser Eigenschaft zu wzhlen. 1st such das Modulelement u 
reel& so folgt 
b, ml = M4~4 (3.17) 
SATZ 3.10. Es sei A ein reeller rr-hermitescher Operator mit Defekt eins, 
u ein reelles Modulelement von A und 0 E r,(A). Dann gibt es genau eine u- 
Resolventenmatrix W, die den folgenden Bedingungen geniigt: 
det W(z) = 1, 
Sie ist gegeben durch die Gleichung 
W(0) = E. (3.18) 
W(z) = E - z ($&) (L?(O)* - B(O)*) / (3.19) 
und hut tierdies die Eigenschaft W(T) = W(z) (z E r,(A)). 
lo Wie im Falle des Hilbertraumes sieht man leicht, daB die obere und untere Defckt- 
zahl eines reellen n-hermiteschen Operators iibereinstimmen. 
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Beweis. Mit I&(Z) aus (3.12) bilden wir die Matrixfunktion 
W(z) := W(z) l@(O)-? 
Da das Modulelement u reel1 ist, ergeben sich aus (3.13) und (3.17) die 
Eigenschaften (3.18), Gleichung (3.19) folgt aus (3.16). 
1st W,(Z) eine weitere u-Resolventenmatrix mit diesen Eigenschaften, so 
gilt mit einer in ?,(A) holomorphen nichtverschwindenden Funktion /3(z) 
und einer (iJ)-unitaren Matrix C’ gem%8 (3.14) 
also ergibt sich aus (3.18) sogar P(Z) = /I0 (=const) und U = &m(O)-l, 
d.h. W, = W. Da das Modulelement u reel1 ist, gilt weiter 
IQ(%) = W(z), 
also besteht die entsprechende Beziehung such fiir die Elemente der Matrix- 
fur&ion W(x). 
6. 
In diesem Abschnitt betrachten wir noch speziell den Fall eines nichtnegativen 
Operators 4; dabei setzen wir der Einfachheit halber voraus, dal3 der Operator 
,4 und das Modulelement u reel1 sind. 
SATZ 3.11. Es sei A ein reeller nichtnegativer Operator mit Defekt eins im 
Raume 17,) A, # A, und u ein reelles Modulelement won A mit 0 E r,(A). 
Dunn vermittelt die G&hung 
WV4 = [Rzu, 4 
mit der u-Resolventenmatvix FV aus Satz 3.10 eine eineindeutige Beziehung 
zwischen a&n nichtnegativen u-Resolventen [R,u, u] won A worn Index R (),K) und 
allen Funktionen T mit der Eigenschaft T - [A;%, u] E fl,‘_, . 
Beweis. Wir bilden die Matrixfunktion I@ aus (3.12) mit A = L4U als 
fixierte kanonische Erweiterung und der Q-Funktion Q,, aus (2.2). Dann ergibt 
sich die Resolventenmatrix W wieder aus der Beziehung 
W(z) = IO@) l@(O)--1. (3.20) 
Die nichtnegativen u-Resolventen erhalten wir folglich gem8 Behauptung 2.2 
aus der Gleichung 
[fb, ~1 = h(W) = WS(T,N(4 
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mit V = m(O), wenn Z’r die Menge aller Funktionen mit den Eigenschaften 
Tl E k-K > T1- E 15, 
durchlluft. Nun gilt 
also bildet 8 die Menge dieser Funktionen T1 auf die Menge aller Funktionen 
T mit der im Satz genannten Eigenschaft ab. Damit ist der Satz bewiesen. 
Die in Satz 3.11 benutzte u-Resolventenmatrix W ist normiert durch die 
Bedingungen 
W(0) = E, det W(z) = 1 (x E mu;). 
Fiihren wir an Stelle von W die u-Resolventenmatrix W, 
W,(x) = W(x) u, u:= ; ( 
lu, ul [Ai1 ), 
ein, so ergeben sich die u-Resolventen aus der Gleichung 
PM, 4 = 913(W) = f%(U-V’))(4, 
wenn T die in Satz 3.11 genannte Eigenschaft hat. Damit erhalten wir den 
SATZ 3.12. Unter den Voraussetxungen von Satz 3.11 gibt es eine u-Resolventen- 
matrix W, , so da,0 die Gleichung 
f%(T)(x) = [Rzu, 4 
eine eineindeutige Beziehung zwischen allen nichtnegativen u-Resolventen [Rzu, u] 
von A vom Index R (>K) und allen Funktionen T E fl,‘-, ve-rmittelt. Diese u- 
Resolventenmatrix W,(z) ist eindeutig bestimmt, wenn man zusiitzlich fordert 
det W,(z) = 1, 1 [A-%, u] wm = (o 1 ) 
und zwm gilt dann 
(3.32) 
5W3ol3-9 
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Wir vermerken, dal3 dabei p)(s) gemal (1.2) mit A = A,, gebildet wird. 
Beziehung (3.22) folgt unmittelbar aus (3.20) und (3.21). 
4. CHARAKTERISTISCHE EIGRNSCHAFTEN DER U-F&SOLVENTENMATRIX 
1. 
Es sei A wieder ein m-hermitescher Operator mit Defekt eins und u E IT, 
ein Modulelement von A, FJA) # 0. Dann gilt fur die Elemente Gij der 
u-Resolventenmatrix I# aus (3.12) 
also bestehen gem50 den Eigenschaften der Resolvente und der Q-Funktion 
(siehe (ii) und (iii) vor Behauptung 1 .l) die Beziehungen 
m . 
g&g -=c% 
I 
lim 1. ~)zB(iY) 
ytm y41(;r) = 
0 
’ 
%?&Y> liTzyIm-77-- = 00, 
1 
W&Y) 
- = 0. 
tt? tiS1(iy) 
SATZ 4.1. Gentigen der Operator A und das Element u E II, den am Anfang 
dieses Abschnittes genunnten Bedingungen, dann hat jede u-Resolventenmatrix W 
von A, jii~ die (3.15) mit /l(z) = 1 gilt, die jolgenden Eigenschajten: 
(1) Der Kern Kw: 
Kw(2, 5) ._ w(t)* .- 
hut in F,,(A) genau K’, 0 < K’ < K, negative @adrate; 
CM gY(*\ < 00; 
(2J li-Izn = 0; 
(2,) liErIm% = co; 
(4.1) 
Dabei stimmt Kr mit dem Xndex des votz a’en Elementen y(z) und R,u (z E F,,(A)) 
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uufgespannten Teilraumes von lI, iiberein,l insbesondere ist fib eim einfahett 
Operator A stets K’ = K. 
Beweis. Fiir W = w folgen die Aussagen (21-24) aus den Bemerkungen 
vor dem Satz. Zu einer beliebigen u-Resolventenmatrix mit der im Satz 
genannten Eigenschaft gibt es eine J-unitsre Matrix U mit 
W(2) = Pv(2)U 
(siehe (3.14)). Daraus folgt mit U = (uij)i,j-1.a auf Grund der Beziehung 
- - 
%2%1 - u22f411 - - -1 
$; = (fM4 d~fl+ ~12(~))(&1(~) 311&21 + ~2&))-1, 
w22(4 _ ~12 + Q(2) ~22 = 
- w21(4 G+ Q(2) ~21 I ~211~ ($21 + Q(z))' + ?t ' 
(4.2) 
w&) = 41(z) *I1 + $22(z) us1 = & (~11 + ~21Q(z)). (4.3) 
Fiir eine J-unitare Matrix sind %/u,, und u22/%l reell. Deshalb ist die rechte 
Seite van- (4.2) eine kanonische u-Resolvente von A, also gilt (A), Mit Q ist 
aber fiir eine reelle (bzw. positive) Konstante yr (bzw. y2) such Q + yl (bzw. 
-y2Q-l) eine Q-Funktion, deshalb hat wz2/wzl such die Eigenschaften &) 
und (2,). 
Urn (24) zu beweisen, betrachten wir wieder diejenige kanonische Erweiterung 
a von A, die in der Formel (1.6) fti r re verallgemeinerten Resolventen der d’ 
Funktion T(z) = u&2l entspricht; ohne Beschrtiung der Allgemeinheit 
sei dabei utLl # 0. Dar-m ergibt sich fur die zugehbrige, gem%3 (1.2) gebildete 
Funktion Q(z) = (2 - z,,I)(A - zI)-1 ~(z,,): 
= [u, Ml + (2 - 3 (Q(z) + $)-’ [P)@), P(~~W~ ~431 
= [us 491 + (QM + 2)-l [us v@)l(Q(z) - Q&J). 
Ebenso wie [q p(-iy)] + 0 folgt such [u, $5(-iy)] + 0 fir y t 03. Wtirde 
(24) nicht gelten, dann g5be es wegen (4.3) eine Folge (m): yn t 00, Q(iyn) -+ 
I1 D.h., dieser Teilraum enthiilt einen #‘-dimensionalen Teilraum, auf dem das in- 
definite Skalarprodukt negativ ist, aber keinen (K’ + I)-dimensionalen Teilraum mit 
dieser Eigenschaft. 
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--ull/uZ1 . Daraus erhalten wir mit (4.4) leicht einen Widerspruch, denn q, 
kann so gewahlt werden, da8 Q(.q,) nicht reel1 ist. 
Zum Beweis von (1) beachten wir die Gleichung 
also brauchen wir (1) nur fur W(Z) = l&‘( a zu zeigen. Durch eine einfache ) 
Rechnung wie im Beweis von (3.15) ergibt sich aber fur a # [ und Z, 5 E r’,(A): 
(4(z) := Q(z) RP - [uv d~)lcpW F” 
erhalten wir damit 
ur einen beliebigen Vektor xj = (i;) 
woraus (1) und die letzte Aussage des Satzes folgen. 
2. 
Die Bedingungen (1) und (21-24) von Satz 4.1 sind charakteristisch fur 
u-Resolventenmatrizen, genauer, es gilt der 
SATZ 4.2. Es sei p eine nichtleere, offene Teilmenge der oberen Halbebene C, , 
W, eine in p stiickweise holomorphe Funktion, deren Werte 2-reihige invertierbare 
Matrizen sind und es gelte: 
(1,) Der Kern KllrO aus (4.1) hat in p genau K negative Quadrate; 
(2’) Die Menge p enthiilt eine Folge (@,J mit y,, 7 m, so daj die Bedingungen 
(21-24) aus Satz 4.1 mit yn an Stelle won y und W, an Stelle von W erfiillt sind. 
Dunn l@t sich W,, zu einer in C, v C, stiickweise meromorphen Funktion W mit 
W(z) = -J( W(,qy’J 
fii~ alle z aus dem Holomorphiegebiet von W fortsetzen. Es gibt einen rrK-Raum 
rr,, einen m-hermiteschen Operator A in IT, mit gleichen Defektxahlen eins, ein 
Modulelement u E I7, von A und eine kanonische n-selbstadjungi&e Erweiterung A 
von A, so daJ3 W die ZUY Erweiterung A gehiirige u-Resolventenmatrix von A ist. 
Der Beweis des Satzes benutzt die Erweiterung einiger Resultate von A. G. 
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Cacki [14].12 Urn sie zu formulieren, setzen wir fur eine Matrix V = (~)~,~=r,~ 
mit V21 # 0: 
Mit den Matrizen 
P = (; ;), Q = (8 ;), R = (; ;) 
und einer weiteren zweireihigen Matrix 7J = (u&=~,~, u21 # 0, gilt dann 
Q(V) - Q(U)* = (-Q* + U*R*)-l(U*JV-j)(-Q + RV)-l. (4.5) 
Durch einfache Rechnung iiberzeugt man sich such davon, da8 im Falle 
det V # 0 die Aussagen 
2121 f 0, Q(V) = Q(u)*, (4.6) 
und 
aquivalent sind. 
v = -J(U”)-1J (4.7) 
Aus der Beziehung (4.5) folgt unmittelbar das 
LEMMA 4.3. Eine auf der oj%nen Menge p -f ,@ der komplexen Ebene 
dejinierte 2 x 2-tnatrixwertige Funktion W mit wzl(z) f 0 (.z E p) hat gmu 
dann die Eigenschaft (l,J, wenn der Kern NO(A.): 
N,(,,(z 5) .= @VW) - @vm))” 
, . 
z-( 
auf p genau K negative Quadrate hat. 
1st die Menge p in Lemma 4.3 insbesondere ein Teil der offenen oberen 
Halbebene C,, , so kiinnen wir die Funktion a(W): 
@(W)(z) : = @(W(4), @EP) 
auf das Spiegelbild j von p beziiglich der reellen Achse extrapolieren gemtil3 
wqw>(q = @(w(4)*, @EP)- 
Ia Die Autoren danken Ju. L. Smul’jan fiir wertvolle Bemerkungen im Zusammenhang 
mit dem Beweis van Satz 4.2, in denen insbesondere der Hinweis auf die Arbeit [14] 
enthalten war. 
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Pann hat such fur die extrapolierte Fur&ion 0(W) der Kern N,cW) auf p u p 
genau K negative Quadrate. Gilt dariiberhinaus det W(z) f 0, so extrapolieren 
wir die Funktion U’ auf j gema 
W(z) = -J( W(z)*)-‘J, (z E a- (4.8) 
Pann hat auf Grund der Aquivalenz von (4.6) und (4.7) sowie Lemma 4.3 
such fiir diese extrapolierte Funktion, die wir ebenfalls mit W bezeichnen, 
der Kern K, in p u j genau K negative Quadrate. 
Zum Beweis von Satz 4.2 setzen wir voraus, da13 die Funktion W bereits 
auf p := p u ii extrapoliert wurde gemal der Beziehung (4.8). Pann folgt 
-=W11oWaa(Z) - 1 
w&)9 
WllW w&4 %*W ___ - 
%lW %l@) 
a=--* 
WZlc4 
- = s. (4.9) 
%1(3 21 
Jedem z E j5 ordnen wir zwei Symbole cZ und qZ zu und betrachten den linearen 
Raum !i? aller formalen endlichen Summen 
(CX* , pZ E C; nur fur endlich viele z sei dabei 1 (Ye i2 + ( /IZ (a # 0). Ein Skalar- 
produkt [., *] wird in 5I? folgendermaBen erklart: 
(4.10) 
(4.11) 
(4.12) 
Pann gilt ftir z, { g p” wegen (4.9) 
also hat dieses Skalarprodukt auf L! genau K negative Quadrate. Den linearen 
Raum !& versehen mit dem Skalarprodukt [*, .I, betten wir kanonisch in einen 
rr,-Raum l7, ein. 
Auf Grund von Voraussetzung (2) gibt es gemliD [l], Satz 1.5 und Bemerkung 
1.9 in dem von den Elementen cZ , z E p” erzeugten Teilraum von flK ein Element 
ll mit 
u = lim e n-r~ n , 
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also gilt insbesondere [en - e, , e, - e,,,] + 0 und [e, , l ,] ist eine Cauchyfolge 
fiir jedes r E p”. Weiter folgt aus (4.11) und (2,) 
(4.13) 
deshalb ist die Folge (e,) eine Cauchyfolge in ZZK .13 Ihren Grenzwert bezeichnen 
wir wieder mit u. Dann gilt auf Grund von (4.13), (4.10) und (2,) 
Auf der linearen Hiille !& von 2 und u definieren wir einen linearen Operator 
Ai durch die Festsetzungen 
Dann ergibt sich ftir f,f’ E a(&) leicht 
Auf Grund der Voraussetzungen (2.J und (2J folgt fur n - cc 
hi, 9 %V”l -+ 0, hrv, 9 %I - 0, [%v, 9 %I + 09 
d.h., es gilt TiyA -+ 0. Daraus ergibt sich, daL? a(A,) in f$ dicht liegt: Fiir 
beliebiges f = C /$T]~ E & gilt ngmlich g, = f - C /$qiv, E a(Ar) und g, 4-f. 
Bei der kanonischen Einbettung von & in den Raum ZZK geht folglich A, 
in einen dicht definierten n-hermiteschen Operator iiber, dessen AbschlieBung 
wir mit L! bezeichnen. 
Der Operator A ist sogar 7r-selbstadjungiertld Urn das zu sehen, betrachten 
wir einen Fur&t z, E p”. Dann gilt mit % := (A, - z,,Z) a(&) zun&hst 
offensichtlich (A, - q,Z) et0 = u E !tl sowie (A, - +Z) cZ. = u + (z - zO) Ed , 
also E, E 9J fiir x # z, , z E p”. Weiter folgt fiir C &Q E 2 mit flSO = 0: 
I3 Dabei benutzen wir die folgende einfache Aussage: Die Folge (f,,) C J7K ist genau 
dann Cauchyfolge, wenn gilt: (l)[f, - f,,, ,f,, - f,,,] +Ofiirn,m+co; (2)[f,,g]ist 
Cauchyfolge fiir alle g aus einer dichten Teihnenge van 17K . 
I4 Der Beweis fiir die r-Selbstadjungiertheit van A sowie die Dichtheit der unten 
eingefiihrten Menge D verliiuft Zhnlich wie die entsprechenden Beweise in [3]. 
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Da man sich weiter leicht davon uberzeugt, daR z + z,, such E, + cZO nach 
sich zieht, liegt % dicht in f$ , also der Wertebereich von L! - z,J dicht in 17K .
Es bezeichne weiter 9 die Menge aller f~ a(A), fiir die fur ein gewisses 
zo E P 
[(A - ~ow-3 77<1 = 0 
gilt. Die Menge a ist unabhangig von der Wahl des Punktes Z, . Fiir einen 
beliebigen Punkt z E p gilt nlmlich 
I@ - ah %I = [(A - %w + (20 - 4-L %I 
= [(A - %4f, %I + [f, (A - ah< - %)I = 0. 
Wir tiberlegen uns, da0 3 sogar dicht in II, liegt. Daftir ist es hinreichend 
zu zeigen, daB das auf ID(A) erklarte lineare Funktional 
f+ [(A - ?J)f, %J, (f E WON 
unstetig ist, d.h. TIT nicht z u a(A) gehiirt. 
Urn das zu sehei, beachten wir die Beziehung (vgl. [3], (3.10)) 
( 
wz&) w& 
- - a) @ - 5)F1 
w&4 
= [(A - YoI)(A - d-1 “z, ) (A - z,l)(A - (q-1 7j$. 
Unter Benutzung der Spektralfunktion I? von /! ergibt sich wie in [3], Seite 210, 
fur hinreichend groBes t, und 3~ T CC 
Im it# = y J;t,& ’ t - zo I2 12 +1’2 W) + 0 (,‘-) (u(d) :=[&A) vi0 ,Q,]) 
Auf Grund der Voraussetzung (2s) gilt deshalb 
also kann Q, nicht zu a(A) gehiiren. 
Die EinschAnkung A 1 a bezeichnen wir mit A. Offensichtlich ist A ein 
n-hermitescher Operator mit gleichen Defektzahlen eins. Fur ihn ist Q =: P(Z) 
ein erzeugendes Element des Defektraumes %RZ , und es gilt v,(z) = (A - z,I) 
(A - ~1))l ~J(z,) (vgl. [3], (3.7)). Aus der Beziehung (4.12) folgt somit, daB 
sich die Funktion 
Q(z) := 3, (z E P ” a 
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zu einer in C, v C, meromorphen Funktion fortsetzen IiDt, die eine ‘zur 
Erweiterung 4 von A gehijrige Q-Fur&ion des Operators A ist. 
Aus (4.15) ergibt sich weiter (A - J)-L = E, , damit erhalten wir bei 
Beachtung von (4.14) 
Wll(4 [(A - zZ)-1 24, u] = [E* , 241 =--&-@ 21 
sowie 
und aus (4.9) schlieDlich 
w 
12 
(%) - [(A - 4-l U? 4 Q(4 _ [q(Z) 
[u, d41 
ul 
, * 
Damit ist Satz 4.2 bewiesen. 
Aus dem Beweis von Satz 4.2 folgt unmittelbar, dat3 der Raum 17, die 
abgeschlossene lineare Hiille aller Elemente (A - zZ)-4 (s E p(A)) sowie der 
Defektdume ‘%* (,z # Z, 2 + o,(A)) des Operators A ist. 
Sind umgekehrt in einem rK-Raum 17, ein rr-hermitescher Operator A mit 
gleichen Defektzahlen eins, eine kanonische a-selbstadjungierte Erweiterung A 
sowie ein Modulelement u van A gegeben und ist der Raum ZZ, die abge- 
schlossene lineare Hiille aller Elemente (A - zZ)-L (z E p(A)) sowie der 
Defektraume Cst, (a f z, z 4 a,(A)) von A, dann bestimmt die zugehijrige 
zc-Resolventenmatrix das Tripe1 A, A, u bis auf r-unitare Aquivalenz eindeutig. 
3. 
In diesem Abschnitt beweisen wir einige Eigenschaften der u-Resolventen- 
matrix eines nichtnegativen Operators. Dabei setzen wir der Einfachheit halber 
stets voraus, da13 die Bedingungen van Satz 3.11 etfiillt sind, d.h., ,4 sei ein 
reeller nichtnegativer Operator mit Defekt eins, A, # AM und fur das reelle 
Modulelement u gelte 0 E r,(,4). AuOerdem werde ~(0) so gewshlt, da5 
[v(O), u] = 1 gilt. 
Fiir die Mattixfunktion IV,: lVa(2) =: (z)~~(z))~,~-~,~ aus (3.22) definieren 
wir eine Mattixfunktion I&‘: 
(4.16) 
SATZ 4.4. Die Matrixfunktion 8’ gaiigt den Bedingungen (1,~) und (2’) 
vou Satz 4.2 fiir ein K’ mit 0 < K’ < K, ist also u-Resolventenmatrix eines 
w-hevmitescheu Ope9=ators mit Defekt eins in einem Raum 17,~ . 
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Zum Beweis iiberlegt man sich zunlchst die Richtigkeit der Beziehung 
mit 
c&z) := z2[Rzsu, u] RZrq(0) - [u, W)l $PU, 
#2(4 = &$?40) (R, := (A, - A)-1). 
In der Tat, bei Beachtung der Beziehung 
[u, P(*2)1 = [dz2), 4 
ergibt sich als Element mit dem Index 2, 2 auf der linken Seite von (4.17) 
1 
( 
Qob2) Q06!'~2) 
.z - % x[u, cp(ql[h P(52)1 - %[% FJ(5”11[~, PWI 1 
und fir das Element mit dem Index 2, 1 
Entsprechend verlauft der Beweis fiir die iibrigen Komponenten aus (4.17). 
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Da der Operator A, nichtnegativ ist, erzeugt die erste Matrix auf der rechten 
Seite von (4.17) einen positiv definiten Kern, die zweite Matrix erzeugt einen 
Kern mit hiichstens K negativen Quadraten, deshalb hat such der Kern R 
hiichstens K negative Quadrate. Auf Grund der Beziehungen 
[R& ul = [&BUY 49 Q,G2) = Qo(z2h [u, Yw)l = [u, df2)1 
folgt weiter 
E(z) = -J( W(z)*)-1J, 
damit ergibt sich 
also hat such der Kern K@ hiichstens K negative Quadrate, d.h., @ geniigt 
einer Bedingung (lx,), 0 < K’ < K. Man sieht leicht, daB dann dasselbe such 
fur die Matrix WJ gilt. Diese Matrix hat aber die Gestalt 
Bezeichnen wir ihre Elemente mit r&(z), i, j = 1, 2, so folgt leicht (vgl. den 
Beweis von Behauptung 2.1) 
1 
$2 a,&)) ~ = $.. [u, &(A, + yv-‘q(O)] = 0, 
- . 
$fjY 1 ;:g; - = liTTy2[(A” + y21)-’ u, u] < 00, 
sowie aus Behauptung 2.1 
s22(iY) ljTzyIm,, 
“2&Y) 
= liTc - Qo( -y2) = co. 
Die Matrixfunktion @‘J ist also gemal Satz 4.2 eine Resolventenmatrix, deshalb 
gilt dasselbe i?ir die Matrixfunktion I$? Damit ist der Satz bewiesen. 
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Es ist nicht bekannt, welcher Zusammenhang zwischen A und dem zu @ 
gemPB Satz 4.4 gehijrigen Operator besteht.15 
Bilden wir mit der Matrixfunktion W,: W,,(z) = (Wij(Z))i,i=l,l aus (3.22) 
die Matrixfunktion WI: 
JO hat such der Kern K,: 
auf i,(A) hijchstens K negative Quadrate. Den Beweis fiir diese Aussage 
iiberlassen wir dem Leser. 
i5 Wir vermerken, da6 im Falle der Anfangswertaufgabe 
(*I -Y” = ZPWY, y’(0) = 0 
mit einer positiven summierbaren Funktion p auf dem kompakten Interval1 [0, l] die 
Resolventenmatrix IV, beziiglich des uneigentlichen Modulelementes u = 8, die Gestalt 
~~A4 = ( $‘(I; 2) 16-u; z)#Cl; 2) CPU; 41 
hat; dabei gentigen p: und # der Differentialgleichung aus (*) und den Anfangsbedin- 
gungen 
v(O; z) = 1; $(O; z) = 0; qJ(O; z) = 0; $h’(O; s-5) = I. 
Die zugehorige Matrix Iv: 
ist dann eine Resolventenmatrix des zur Anfangswertaufgabe 
-yn = Pp(w) 3’. y’(0) = 0 
gehiirigen kanonischen Systems 
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5. DARSTELLUNG n-HERMITESCHER OPERATOREN MIT DEFEKT EINS 
1. 
Es sei -4 wieder ein n-hermitescher Operator in l7,, u ein Modulelement 
von A mit ?,(A) # 0. Dann enthalt ~~(-4) mit Ausnahme hijchstens abzahlbar 
vieler isolierter Punkte die Menge C,, u C, . Aus Lemma 3.2 folgt, da13 die 
von der speziellen Erweiterung A unabhlngige Funktion e: 
(5-l) 
in r,(A) holomorph ist. Bezeichnet vz f: 0 ein beliebiges Element von !R2, 
so gilt offensichtlich such fur z E a,(A) n r,(A) 
Sind der Operator A und das Modulelement u reell, so folgt bei der in 5 3.5 
vereinbarten Wahl der Funktion q~ 
943 e(z)’ = ___ [9)(Z), u]= e(s)- 
Wir setzen jetzt voraus, daO der Operator A einfach ist. Jedem f E II, ordnen 
wir die in r,(A) holomorphe Funktion f: 
f(z) = P(z)f = [f, e(Y)] (= w) (5.2) 
zu. Diese Zuordnung f -+ f ist linear und eineindeutig: Aus f(z) = 0 fur alle 
z E r,(A) folgt namlich [f, p(g)] = 0 fur alle z 4 c(A), d.h. f e nZ, ‘ilJ& ,
9J& := %(A - J), also wegen der Einfachheit des Operators A sogar f = 0. 
Wir setzen noch ZI(U) := {f: f E II,} und nennen das Element u such das 
Modulelement dev ibbildung f + f. Aus diesen Bemerkungen ergibt sich 
unmittelbar die 
BEHAUPTUNG 5.1. Der rr-hermitesche Operator A sei einfach, und es gelte 
i,(A) # a. Dann ist die Abbildung f -+ f ein linearer Isomorphismus des Raumes 
ll auf II(%); dabei geht das Modulelement u in die Funktion u(z) = 1 iiber, der 
Aiwenduig des Operators A in I& entspricht in I-2’ die Multiplikation mit 
dH Variablen z. Die Funktionen f E l72’ sind auf r,(A) holomorph. Genau dann 
gilt f(z) = 0 fiir f E l7:’ und ein z E r,(A), wenn f E !I& ist. Fiir einen reellen 
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Operator A und pin reelles Moduleletnent u gilt dabei 
f’(z) = f(q, 
wenn f’ die dem Element f ‘, f E 17, , zugeordnete Funktion aus i72’ bezeichnet. 
Aus diesem Satz folgt wieder wie in [15, Satz 23 da13 mit einer Funktion f 
fur beliebiges a E r,(A) such die Funktion 
f, : f,(a) = f(z) - f(a) 
z-a 
zu n:) gehiirt. 
2. 
Auch der Satz 3 aus [15] lal3t sich ohne Schwierigkeit auf den Fall eines 
TX-Baumes tibertragen. Enthalt das Interval1 LI = [a, b] C r,(A) keinen kritischen 
Punkt der Erweiterung -4 von A, so gilt wie im Fall des Hilbertraumes 
l%!?(A) f = j- f(h) dI-j &u (5.3) 
A 
fur alle Elemente f E II, , deren Bilder f E @‘I auf d holomorph sind; hierbei 
bezeichnet e wieder die Spektralfunktion der Erweiterung A (siehe [16, 171). 
Enthalt das Interval1 P einen kritischen Punkt a. von A in seinem Inneren, 
so lautet die entsprechende Aussage: 
BEHAUPTUNG 5.2. Es sei A eine n-selbstadfingierte Erweiterung des einfachen 
&ermiteschen Operators A, fiir die das beschriinkte Interval1 A = [a, b] C r,(A) 
genau einen kritischen Punkt 01 enthalte; dabei sei a < 01 < b und der Index 
VO?l CY St+ K’ (<I?). l6 Dann gibt es Elemente u,, , u1 ,..., uzKf E IT, , so daJ fGr alle 
f E IT,, deren Bilder f E l7:’ auf A holomorph sind, die Beziehung 
p;e(A)f = s, ( f(X) - ‘y T (h - c+‘) dl” I&u + : f(“)(a) u, 
v-o * II-0 
(5.4) 
besteht.17 
Beweis. Wir wahlen ein offenes Interval1 A, r> A, dessen AbschlieBung 
auBer a! keinen weiteren kritischen Punkt des Operators A enthllt, und 
betrachten die Zerlegung 
II, = I7y [+I 17FK,, n$’ := E(Ll,)Pr, . 
I6 D.h., %(d)n, ist ein y-Raum. 
1’ Dabei hat man das Integral in (5.4) als uneigentliches Integral beziiglich der Sin- 
gular&it van & bei X = LY anzusehen. 
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Die zugehorige Zerlegung der Resolvente I?, von A laute I?, = I?$“’ + I?:“. 
Dann gilt (siehe [ 16, 171) 
mit gewissen beschrankten linearen Operatoren Bl ,..., B2K,+l in fli?‘. 
Wir wahlen weiter einen nichtreellen Punkt 5 und (G(t) E ‘9& , $([) # 0. 
Man sieht leicht, daf3 das Element 
J(T) := (A - [l)(A - ST-)-’ +q) (5.6) 
auf %I$ +orthogonal ist, d.h., wegen (3.2) und (5.2) gilt 
Daraus folgt mit (5.6) 
und durch Anwendung der Stieltjes-Livgic’schen Umkehrformel bei Beachtung 
von (5.5) 
Da die Elemente v(t), 5 # 5, d en Raum I7, aufspannen, ergibt sich die 
Behauptung. 
FOLGERUNG 5.3. Unter den Vooraussetzungen van Behauptung 5.2 gilt fiir 
beliebige f, g E 17K 
[E(d) f, g] =I, (f(X) - ‘g y (A - @) 8) d[E,u, u] 
, + zf’“W[% , g]. (5.7) 
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Aus (5.4) folgt nlmlich einerseits 
+ 5 f’“)(4[% 9 gl, 
“=O 
andererseits gilt gemal (5.3) fur X # CK 
3. 
Die Sprtinge der in (5.7) auftretenden Funktion X --f [R,+, u] geniigen 
analog dem positiv definiten Fall gewissen Ungleichungen (vgl. [18]). Dabei 
bezeichnen wir fur (t E r(A) mit qa ein beliebiges vom Nullelement verschiedenes 
Element aus !I&. 
KATZ 5.4. Es sei A ein r-hermitescher Operator im Raume 17, mit Defekt 
sins. Ist entweder 
(1) a E (r(A) n Rl)\I’, oder 
(2) a E ($4 n R1)\dA und (Y Eigenwert negatzven Typs van A, 
so gilt fiir die Spektralfunktion i? jeder rr-selbstadjungierten Erweiterung A vom 
Index K: 
(5.8) 
In beiden Fiillen steht das Gleichheitszeichengenau dann, u;enn B diejenige kanonische 
n-selbstadjungierte Erweiterung von ,4 ist, fiir die ct E ~(~4) gilt. 
Beweis. Es sei (y. ein Eigenwert der r-selbstadjungierten Erweiterung A 
von A vom Index K, der den Voraussetzungen (1) oder (2) geniige. 1st d ein 
zugehoriges Eigenelement, so gilt gemal (1.8) mit einem Element qofi E &: 
& = v’a . Damit ergibt sich 
Fur diejenige kanonische Erweiterung A, fur die (Y E ~(8) gilt, ist ‘%, gem%8 
(1.9) der Eigenraum zum Eigenwert ~1, also steht dann in (5.8) das Gleichheits- 
zeichen. 
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Betwrkung 5.5. Gehort der Punkt LX sogar zu r,(A), so k&men wir die 
rechte Seite von (5.8) mit der in (5.1) eingeftihrten Funktion e in der Form 
‘(Or) ‘= [e(m)re(a)] 
schreiben. 
GemaD [l, Satz 1.5 und Bemerkung 1.81 ist jede u-Resolvente von A eine 
Fur&ion der Klasse N, , gestattet also eine Integraldarstellung (3.1) aus [I] 
mit p0 = 0. Die Ungleichung (5.8) besagt, daB fiir die nichtabnehmende 
Funktion 0 aus [1], (3.1) und a E (r(A) n Rl)\r, die AbschPtzung 
(OG) u(m + 0) - ,(a - 0) < fi (a - 01p p(a) 
j=l 
besteht, wenn 01~ ,..., OLD die reellen Punkte von q,(A) sind. Entsprechend folgt 
fur den Koeflizienten al,, des zu einem Eigenwert aj negativen Typs von A 
gehiirigen Polynoms R,(x) = uj,iz aus einer irreduziblen Darstellung der 
Funktion [R,u, u] die Abschatzung 
4. 
Im zweiten Abschnitt hatten wir jedem f E 17, eine in r,(A) holomorphe 
Funktion f E l7;) zugeordnet. Wir setzen jetzt wieder voraus, daB FJA) # ,@ 
gilt, d.h., daB fu(A) mit Ausnahme hijchstens abzlhlbar vieler isolierter Punkte 
die Menge C,, u C, en&It. Unter dem Regularitatsgebiet einer Funktion 
f E II:“’ verstehen wir diejenige Teilmenge von C, in die sich f eindeutig zu 
einer holomorphen Funktion fortsetzen Wt. 
Es sei G ein einfachzusammenhlngendes Gebiet der komplexen Ebene. 
Eine Funktion f(z) (ZE G) gehiirt definitionsgemaB zur Klasse (N) in G, 
wenn sie in G holomorph ist und log+ 1 f (z)I (a E G) eine harmonische Majorante 
besitzt. 
Fiir ein f E 27, gehijrt die Funktion f: 
fiir jedes einfachzusammenhtigende Gebiet G, in dem sie holomorph ist, 
zur Klasse (N). Das ergibt sich leicht aus den Betrachtungen in [15, 5 41 wenn 
man nur beachtet, daf3 sich LB. [u, v(s)] folgendermaBen darstellen Wt: 
[u, #)I = -f- Jrn !Z-% da(t) + Q1(z); 
P(4 --m t-z 
$30/30/3-10 
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dabei ist a eine Funktion von beschrankter Variation, p ein Polynom und Qr 
eine echt gebrochen rationale Fur&ion. Analog wie Satz 7 aus [15] ergibt sich: 
(i) Jedem Punkt a E C und jedem positiven r > 0 entspyicht eine Konstante 
C = C(a, Y), so daJ3 fiir jedes f E l7, , dessert zugehiirige Funktion f E II?’ im 
Kreis (z: 1 z - a 1 < 2~) holomoyph ist, die Ungleichung 
besteht. 
II f(z)ll < (-3; 4 Ilf II fCy I z - a I < y (5.9) 
Einen Punkt a E C nennen wir u-yeguliiy, wenn ein p > 0 existiert, so daD 
der Kreis {z: 1 z - a I < p} zum Regularitatsgebiet jeder Funktion f E IT?) 
gehort. Gem23 Behauptung 5.1 ist jeder Punkt a E r,(A) such u-regular. 
Analog wie in Satz 8 aus [15] beweist man such die Umkehrung (unter 
Benutzung von (5.9)), also gilt die folgende Aussage: 
(ii) 1st A ein einfuchey n-hermitescher Operator mit FU(A) # 0, so stimmt 
die Menge der u-yeguliiren Punkte von A mit r,(A) iibeyein. 
SchlieSlich ergibt sich aus der Abschatzung (5.9) wie in [IS], Satz 9: 
(iii) Existiert fiir den Punkt a E C ein p > 0 und eine in I;r, dichte Menge !& 
so dap jedem f E L? eine in {z: / z - a j < p> yeguliiye Funktion f entspricht, 
so ist a such u-yegultiy. 
6. GANZE OPERATOREN MIT DEFEKT EINS 
1. 
Ein m-hermitescher Operator A in IT, mit Defekt eins heil3t ein ganzey 
Operatoy, falls ein Element u EI~, existiert, so da13 r,(A) = C gilt, d.h., fiir 
alle komplexen Zahlen z ist 
U#% und mz + {Au: h E C} = l7, (6-l) 
(vgl. (3.1)). Ein Element u mit diesen Eigenschaften heiBt ein Modulelement 
des ganzen Operators A. Ein ganzer Operator ist insbesondere regular (s. 3 1.3) 
und deshalb gem%3 Behauptung 1.5 einfach. 
Auf Grund der Aussage (ii) von 5 5.4 ist der einfache r-hermitesche Operator 
A mit pU(A) # 0 genau dann ein ganzer Operator mit dem Modulelement u, 
wenn fur alle fe I;r, die Funktionen f E I72) ganz sind; gem3iD Aussage (iii) 
von 5 5.4 ist dafiir bereits hinreichend, daf3 eine dichte Menge 2 C 17, existiert, 
so da8 fiir f E !2 die zugehijrigen f ganze Funktionen sind. 
BEHAUPTUNG 6.1. Das Modulelement u des ganzen Operatoys A in fl, ist 
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erzeugend ftir je& minimale r-sehtadjungierte Erweiterung A von A in einem 
rr*-Raum nz (R > IC). 
Beweis. Die Behauptung ist bewiesen, wenn wir zeigen, da8 
a.l.H.{(A” - z&L: z 4 o(A)] 3 iI, 
gilt. Angenommen, es gabe ein x,, E IIK mit 
[(A - zI)-lu, x0] = o (6.2) 
fur alle z r$ a(A). Aus Beziehung (1.6) folgt mit einer gewissen Funktion 
T E tin-% fur 8, = P(A - zI)-l: 
da [(A - z~)-‘u, 4, +) und Q( z meromorphe Funktionen sind, ist such ) 
T(z) eine meromorphe Funktion oder = co, also das Spektrum von A diskret. 
Es sei X E a(A), 4 der zugehiirige Riesz’sche Projektor. Dann gibt es im 
Falle pAnx,-, # 0 ein k > 0, so dal3 ys := (A - Xf)k pAx,, ein Eigenelement 
von A zum Eigenwert X ist; andererseits ergibt sich aus (6.2) nach Multiplikation 
mit (Z - x)k und Integration langs eines hinreichend kleinen Kreises urn x 
[u, 90] = 0. (6.3) 
Auf Grund von (1.8) ist @,, E ‘91A ; wir iiberlegen uns, da8 @,, # 0 gilt. Aus 
p$, = 0 wiirde nlmlich fiir z E p(A) 
{o) = [ y, , IL] = (A - ~)[(a - J)-’ $0 , rr,l 
= (A - z)[ jjo , (A - d-1 II+,] 
folgen, wegen der Minimal&t von A ware also $, = 0. Deshalb zieht @a E Wn 
und (6.3) such u E!IR~ nach sich, im Widerspruch zur Voraussetzung (6.1). 
Daraus folgt ij,x, = 0 fur alle Eigenwerte X von a, also mu0 x0 = 0 sein. 
2. 
Im folgenden sei A wieder ein ganzer Operator mit Defekt eins und dem 
Modulelement II. Dann sind die Bilder f E np) aus (5.2): 
f--t W = [f, 431, 6):=&P 
gem%8 Behauptung 5.1 ganze Funktionen, und dasselbe gilt offensichtlich 
such fur die Funktion e. Ebenso wie die Bilder f sind die Werte von e unabhHngig 
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von der zur Konstruktion von F benutzten kanonischen T-selbstadjungierten 
Erweiterung A. 
Da die ganzen Funktionen f zur Klasse (N) gehiiren (siehe 3 5.4) gilt gemaB 
[15, Sat2 6]: 
(1) J:m (log+ 1 f(x)l)(l + x2)-l d.r < co; 
(2) f ist hiichstens vom Exponentialtyp, d.h. 
Fur die ganze Funktion e aus (5.1) ergibt sich gemal. Lemma 8.1 von [15] sogar 
(6.4) 
Wir vermerken noch die offensichtliche Beziehung 
Das Indikatordiagramm der logarithmisch subharmonischen Funktion 
11 e(z)11 ist gemiil3 (6.4) das Segment [--ih,(--$r), z&(&r)]; es ist das kleinste 
Segment der imaginaren Achse, das alle Indikatordiagramme der Funktionen 
f enthllt, wenn f eine beliebige dichte Menge von l7, durchlauft (vgl. [ 15, 
Satz 121). Wir nennen es das zum Modulelement u gehijrige Indikatovdiagramm 
von A. 
Die ganze Fur&ion gr(z) = l/[u, C&Z)] gehiirt ebenfalls zur Klasse (N), 
deshalb ist sie hiichstens vom Exponentialtyp, und das Integral jym (In+ I g,(x)0 
(1 +x2)-1 dx existiert. Mit [19, Satz V. 4.71 ergeben sich damit die ersten beiden 
Aussagen des folgenden Lemmas. 
LEMMA 6.2. Die ganze Funktion g,: gl(.z) = l/[u, v(f)] ist hiichstens vom 
Expontmtialt~p und von vollkommen reguliirem Wachstum in den Winkelriiumen 
0 < arg z < r und r < arg z < 277. Ihr Indikatordiagramm ist das Segment 
[-ih,( -+r), ih,(&r)] der imagitiren A&se. 
Das Indikatordiagramm von g, ist also ebenfalls unabhangig von der zur 
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Festlegung von p, gewahlten kanonischen rr-selbstadjungierten Erweitenmg A. 
Zum Beweis der letzten Aussage von Lemma 6.2 beachten wir, daD fur 
beliebiges f E l7, gilt: 
g&x) = fG4 [f,’ 
also stimmt fiir die Elemente f # 0 aus den (algebraischen) Eigenrlumen 
von A das Indikatordiagramm von f(x) mit dem von gr(z) iiberein. Da diese f 
eine in U, totale Menge bilden, folgt die Aussage iiber das Indikatordiagramm 
von g, . 
LEMMA 6.3. Zu jedenr hinreichend groJen h > 0 gibt es eine Konstante 
C > 0, so day fiir r] > h die Abschiitzung 
1 [u, &$)] [ < Ce-hU(-rr’2)s 
besteht. 
Beweis (vgl. [ 19, V, 5 63). Da die Funktion gr(a) e-i~(-~/2)s von vollkommen 
regularem Wachstum im Winkelraum m < arg z < 21~ ist und ihr Indikator 
dort verschwindet, gilt gemal [19, III, $4, Folgerung 21 dasselbe fiir die 
Funktion 
g(z) : = [u, y(S)] eihu(-n’3z. 
Aus der Darstellung 
[u, #)I = f --AC.- + &(4 ,bl z - ak 
mit einer echt gebrochen rationalen Funktion R,(z) und a, = Tk , x,“=;, 1 ck 1 < 00, 
erhalten wir fur jedes h, das griiDer ist als die Betrage der Imaginarteile der 
Pole von RI , die Abschatzung 
I g(t - W < ehu’;‘2’h il ) ck ) + y =: c, (Y > 0). 
Anwendung des Prinzips von PhragmCn und Lindelof auf die Funktion g 
und die Halbebene Im z < --h ergibt fur diese z 
woraus die Behauptung folgt. 
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3. 
Neben dem Modulelement U, das gemal Behauptung 5.1 zum Isomorphismus 
f -+ f fiihrt, betrachten wir jetzt ein zweites Modulelement o des ganzen 
Operators A. Damit ist v: 
v(x) := w 
u, .z (6.5) 
eine ganze Funktion vom Exponentialtyp ohne Nullstellen, also v(z) = CebZ 
mit gewissen Konstanten C und 6 = -$I, -A,(--b) < /3 < hU(&r). Das 
Modulelement e, erzeugt einen Isomorphismus f + fi von 17K auf LrJ”). Dabei 
gilt fur beliebige f 
f&) = [f? da 
rv ml 
= --& f(z) = C-le+iBzf(z), 
also ergibt sich 
Die Lange des Indikatordiagramms 
2a := h,(h) + hu(--&) w-9 
ist somit unabhtigig von der Wahl des Modulelementes u. Wir nennen die 
Zabl a aus (6.6) such den Typ ah gunzen Operators A; im Falle u = 0 heil3e A 
vom Minimaltyp. 
Analog dem positiv defmiten Fall ftihrt das Problem P$&) (siehe [l], 
Einleitung) auf einen ganzen Operator vom Typ a > 0, w&end das Problem 
P(H,) auf einen ganzen Operator vom Minimaltyp fiihrt. Diese Beispiele 
werden in Teil IV bzw. Teil III dieser Arbeit ausftihrlich betrachtet. 
SATZ 6.4. Ist A ein ganzer Operator vom Typ a, so existiert au jedem y mit 
-a < y < a bis auf skalare Vtilfache genau ein Modulelement u, dessen zu- 
gehii*iges Indikatordiqramm won A dus Segment [i(y - a), i(y + a)] der imagitiren 
Achse ist; es gibt keine anderen Modulelemente. 
Dem Beweis schicken wir ein Lemma voraus; dabei bezeichnen wir fur 
einen n-selbstadjungierten Operator B mit (ei*B)-,t<m die von B in tiblicher 
Weise erzeugte stark-stetige Gruppe a-unitirer Operatoren; I( sei wieder ein 
beliebiges Modulelement des ganzen Operators A. 
LEMMA 6.5. Fiir -h,(-&r) < t < h,(&r) ist dus Element e-it& unabhiingig 
won der Wahl der kanoniscken r-selbstadjungierten Erweiterung A won A. 
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ist u,, ein Modulelement von A, dessen zugehbriges Indikatordiagramm die 
angegebene Gestalt besitzt. 
1st z’ ein beliebiges Modulelement, so stimmt nach den Betrachtungen am 
Anfang dieses Abschnittes das Indikatordiagramm von z.1 mit dem Indikator- 
diagramm eines der Modulelemente uv iiberein. Wir kijnnen ohne Einschrankung 
der Allgemeinheit sogar U, = u annehmen. Dann besteht das Indikatordiagramm 
der Funktion z’ aus (6.5) gemal3 [19, III, $4, Folgerung 21 nur aus dem Nullpunkt, 
also gilt v(x) = c (=const). Da die Elemente T(Z), z # Z, z 4 a(A), den Raum 
17K aufspannen, ist z’ = cu. Damit ist Satz 6.4 bewiesen. 
Bemerkung 6.6. Das bis auf einen skalaren Faktor eindeutige Modulelement 
u = u,, aus Satz 6.4 hat die charakteristische Eigenschaft, daB mit einer 
Konstanten c, 1 c j = 1, die Beziehung 
besteht. 
FOLGERUNG 6.7. Ein ganzer Operator vom Minimaltyp hat bis auf skalare 
Vielfache genau ein Modulelement. 
FOLGERUNG 6.8. Ein reeller ganzer Operator hat bis auf reelle Vielfache 
genau ein reelles Modulelement. 
4. 
Aus den Satzen 3.5 und 3.9 erhalten wir als Hauptergebnis dieses Paragraphen 
eine Beschreibung der u-Resolventen des ganzen Operators A. Wir formulieren 
diese Aussage nur fur einen reellen Operator A und ein reelles Modulelement u, 
da uns spater ausschlieDlich dieser Fall interessieren wird. 
SAT2 6.9. Es sei A ein reeller ganzer rr-hermitescher Operator vom Typ a 
(30) im Raume IIlK , u sei ein reelles Modulelement von A. Dunn hat der Operator A 
eine u-Resolventenmatrix W: 
deren Elemente ganze Funktionen sind. Durch die Bedingungen 
W(0) = E, det W(Z) = 1, @.EC) 
wird die u-Resolvatenmatrix eindeutig bestimmt; ihre Elemente sind dann reelle 
ganze Funktionen hiichstens vom Exponentialtyp mit dem Segment [-ia, ia] 
der imagitiren A&se als Indikatordiagramm. Sie gentigt der Gleichung (3.15) 
mit p(z) E 1 und ist gegeben durch (3.19). 
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Wir haben nur noch die Aussage iiber die Indikatordiagramme der Elemente 
von W zu beweisen. Aus Lemma 6.2 ergibt sich, da13 das Indikatordiagramm 
von qr das Segment [--;a, iu] ist. Urn dasselbe fur die Funktionen q,, , p, und pa 
zu zeigen, beachten wir die folgende Aussage. 
LEMMA 6.10. Es sei F eine ganze Funktion, die in C, und C, ZUY Klasse (N) 
gehiirt, G eine meromorphe Funktion einer Klasse N, (JC > 0) und F * G eine 
ganze Funktion. Dann ist F. G hiichstens vom Exponentialtyp; ihr Indikator- 
diagramm stimmt mit dem van F iibe-rein. 
Offensichtlich gehijrt namlich F. G in C’s und C, wieder zur Klasse (N), 
ist also hiichstens vom Exponentialtyp. Da aul3erdem 
lirn In I GO@)I = o 
I 
3 
r+m 
(I9 f 0; rr) 
gilt, folgt die Behauptung. 
Aus Lemma 6.10 ergibt sich sofort, dal3 die Indikatordiagramme von q,, 
und p, mit dem von qr zusammenfallen. Setzt man in (3.11) Z’(Z) E 0, so 
folgt dasselbe fiir p, . 
Bemerkung 6.11. 1st A eine kanonische n-selbstadjungierte Erweiterung des 
ganzen Operators rZ vom Typ a, so sind die Punkte des Spektrums o(A) die 
Nullstellen einer ganzen Funktion der Ordnung eins vom Typ a. Jede 
kanonische u-Resolvente ist also insbesondere meromorph. Setzt man anderer- 
seits in (3.10) f” ur ein 0~0 mit Im a0 > 0: T(z) = cyO (Im z > 0), so ist fur die 
zugehijrige u-Resolvente [RF&, u] (E N, , siehe Bemerkung 3.4) die Spektral- 
funktion aus der Integraldarstellung (3.1) aus [l] absolutstetig bezuglich des 
LebesguemaBes mit einer analytischen Dichte. 
5. 
Wir betrachten in diesem Abschnitt einen nichtnegativen reellen ganzen 
Operator A in l7, ; das zugehijrige reelle Modulelement u und das Basiselement 
~(0) des Defektraumes !I$, wHhlen wir wieder so, daB [v(O), u] = 1 gilt. Dann 
sind die Elemente der gemil3 (4.16) mit der u-Resolventenmatrix IV0 aus 
(3.22) gebildeten Matrixfunktion @’ ganze Funktionen, der gemPl3 Satz 4.4 
zu l&‘gehiirige rr-hermitesche Operator ist deshalb ebenfalls ein ganzer Operator. 
Die Elemente der Matrix l@ sind somit ganze Funktionen hiichstens vom 
Exponentialtyp (siehe Satz 6.9) auf Grund der Beziehung 
sind deshalb die Elemente der Matrix W,, ganze Funktionen der Ordnung <Q . 
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Wir iiberlegen uns, daB such in der Darstellung f + f aus f 5.1 alle ganzen 
Funktionen f diese Eigenschaft haben. Daftir ist es hinreichend zu zeigen, 
da13 die ganze Funktion e: e(z) = v(z)/[v(z), U] die folgende Eigenschaft hat: 
Em ganzer Operator A ist einfach (siehe Abschnitt 1). Deshalb erzeugen 
die Elemente q(z) (z # 3 z $ a(&)) den Raum UK . Es gibt somit endlich 
viele Punkte & ,..., 5, , so da13 der von v(&),..., v([,) aufgespannte Teilraum 
von J7, einen K-dimensionalen negativen Teilraum enttilt. Darm gilt 
also ist such [e(.), I], v = 1, 2 ,..., n, eine ganze Funktion der Ordnung 
<S . Wilen wir Linearkombinationenf ,..., fK der Elemente up, v = 1,2,..;, 11, 
mit [fi ,fi] = --& , i,j = 1, 2 ,..., K, so gilt dasselbe fur die ganzen Funktionen 
[e(.),fjl, j = 1, Z..., K. 
Weiter ergibt sich 
Mit der Cauchyschen Integralformel folgt daraus fur 1 z 1 = Y 
I s - t I I ds I I dt I 
x Is--fJls--zlIt--zlIt-21’ 
Auf Grund der Beziehung 
erhalten wir schliel3lich (6.8). 
Damit ist der folgende Satz bewiesen. 
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SATZ 6.12. Es sei A ein reeller nichtnegativer ganzer Operator mit Defekt 
eins im Raum l7,, AM # A,, und u ein reelles Modulelement won A. Dann 
sind die Elemente o’er u-Resolventenmatrix W, aus Satz 3.12 sowie die Ehmente 
des Raumas l7:’ aw Behauptung 5.1 ganze Funktionen der Ordnung <$ . 
7. ORTHOC~NALE FUNKTIONEN ERSTER UNLI ZWEITER ART 
1. 
Ein System G von Elementen aus l7, heiBe ein Fast-Orthonormalsystem 
(F-ONS), wenn folgendes gilt: Zu jedem e E G gibt es genau ein e’ E (5 mit 
den Eigenschaften 
(i) [e,f] = 0, fiir allefE G,f # e’; 
(ii) [e, e’] = &I. 
Wir setzen in diesem Falle E(e) := [e, e’]. Ein F-ONS 6 hat offensichtlich 
noch die folgenden Eigenschaften: 
(iii) (e’)’ = e, fur alle e E 6; 
(iv) die Elemente von 6 sind linear unabh%ngig,l* und auf ihrer linearen 
Hiille entartet das 7r-Skalarprodukt nicht; 
(v) mit Ausnahme von hbchstens 2~ Elementen gilt fiir die Elemente 
aus 6: e = e’ und c(e) = 1. 
BEHAUPTUNG 7.1. Zu jeder (endlichen oder unendlichen) Folge (fJ linear 
unubhtingiger Elemente aus 17,) auf deren linearer Hiille das &%aknpodukt 
nicht entartet, gibt es ein F-ONS 6 = (e,) mit der Eigenschaft 
l.H.{e, , e, ,..., ej} = l.H.{fo ,fi ,..., f,}, j = 0, 1, 2 ,... . 
Bew&. Es sei Q!n-l := l.H.{fe ,fi ,..., f,&, n = 1, 2 ,... 
(7.1) 
(1) ._ e, .- 
u-0 ?oli”2 ’ 
falls Lfo ,.hl # 0, 
(1) ._ e. f *- 0, falls [f. , fo] = 0. 
Wir nehmen an, im Teilraum IL!,,-, sei bereits eine Basis er’,..., e$lI so bestimmt, 
dal3 ej:),..., ez) ein F-ONS und die Elemente ep) (0 < Y < n - 1, v # 1; ,..., jJ 
eine Basis des isotropen Teilraumes von !&-r bilden, und setzen 
la D.h., je endlich viele Elemente BUS B sind linear unabhjingig. 
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1st !&+ nicht entartet oder 
[fn Y ey] = 0, fur alle 0 < v < n - 1, v # jr ,..., jl , (7.2) 
so setzen wir 
und 
ey) ._ .-L, falls [Jn , Jn] = 0, 
e(n+l) := ,(?I) 
Y Y 9 fur Y = 0, l,..., n - 1. 
Anderenfalls, d.h., wenn !&-, entartet ist und (7.2) nicht gilt, sei v,, der kleinste 
Index mit der Eigenschaft 
[fn, (9 # 0, v. f j, ,...,.L .
Dann setzen wir 
,h-1) ._ (n) 
Y .-e, , fiir v=jr,...,j,. oder v<vo, 
e(n+l) ._ 
Y 
,f) kv=?zl eS"' 
[e~:),iJ ’ ’ 
v. <v <n - 1, v Z jr ,..., jr, 
en (‘+l) := [eif,jJ Jn - $[fn ,Jn] eit’. 
Man sieht leicht, da8 die Elemente ei:+“,..., ei:+‘), ei:+lr, eF+” ein F-ONS 
bilden; dabei ist (e,!y+“)’ = n eCn+” Fur hinreichend grol3es n sind die Teilraume . 
Qn nicht entartet, also gilt dann 
,bd 
” = elrr+l) = ... =: e, , fur alle v < n. L 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Besteht zwischen einem F-ONS (eJ und einer Foige (fj) der Zusammenhang 
(7.1), so sagen wir, das System (ej) sei aus (f,) durch F-Orthonormdisierung 
hervorgegangen. 
Bemerkung 7.2. 1st (q) ein F-ON mit der Eigenschaft (7.1) und entarten 
fur eine natiirliche Zahl 12 die TeilrPume L?,, und 6, nicht, so ist e, bis auf 
einen Faktor vom Betrag eins eindeutig bestimmt. Mit 
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D, := detgt, 
gilt namlich (bis auf einen Faktor vom Betrag eins) 
sing D,-, SL@~-~ i 
en = 1 D,-,D, 11’2 w-1 P fnl 
Insbesondere trifft das fiir alle hinreichend grol3en n zu. 
Bemerkung 7.3. Sind unter den Voraussetzungen von Behauptung 7.1 alle 
Werte [fi , fj] reell, dann ist das F-ONS (e?) SO wahlbar, da13 ej = C’,=, ajrfr 
mit fijj > 0 gilt (;,i = 0, 1, 2 ,... ). 
Bemerkung 7.4. Fordert man die Giiltigkeit von (7.1) nur fiir alle hin- 
reichend groBen n, dann ist das F-ONS (ej) so wahlbar, daB ej = ei fur alle 
j = 0, l,... gilt. 
Besteht fiir ein F-ONS (ej) die Beziehung a.1.H. {ej: i = 0, 1, 2,...} = 17,) 
so heiBt das System (ei) wollstiindig. Man sieht leicht, dal3 in diesem Falle fiir 
beliebige f, g E IIK die Entwicklung 
ej := e(ej) (7.3) 
besteht. 
2. 
Es sei jetzt A wieder ein 7r-hermitescher Operator mit Defekt eins im Raume 
17, und II E 17, ein Modulelement von A. 1st (ei) ein vollstandiges F-ONS 
in IT,, so nennen wir die zugehiirigen Funktionen 
bzw. 
d,(z) := 2?(z) ei = [(A - zI)-l(ej - ej(z)u), u], j = 0, 1, 2,... 
(7.4) 
die zum F-ONS (ej) gehiirigen f-orthogonalen Funktionen erster bzw. zweiter 
Art (des Operators A beztiglich des Modulelementes u). 
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SATZ 7.5. Geniigt der Operator A den am Anfang dieses Abschnittes genannten 
Voraussetzungen und seine u-Resolventenmatrix W: 
Pd4 PO64 
wc4 = ( n&4 40c4 1 
der Beziehung (3.15) mit j?(z) = 1, so bestehen fiir ihre Ekmente die Identitiiten 
~004 P,(C) - P&) ~45) = (z - E) 2 Ejd&) d;(5) 
j=o 
(ej := c(ej)). Fiir d’ p . 11 le s eme e u-Resolventenmatrix W aus Satz 3.10 gilt 
insbesondere 
PO(Z) = z f cjdj(z) dJO>, PI(Z) = 1 + z f cjdj(z) ej(O), 
j=O j-0 
q0t4 = 1 - 2 )fo w(4 d;(o), Q&4 = --Z jfo %44 ej(O). 
Beweis. Aus (3.15) und (7.3) folgt 
m 
= (z - 5) 1 ejej@)e;O, 
j=O 
Po(4Pd5) - Pl(4PO(6) = (z - 5) =w) -%3* 
= (z - 5) f rjq2) ej -2qj.q 
j=O 
= (Z - c) f <k(Z) d;(l), 
j-0 
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= 1 - (2 - 5) 2 Ejej(2) d;(5). 
i-0 
Die letzte Aussage ergibt sich daraus, wenn man nur die Bedingung W(0) = E 
beachtet. 
Der in Bemerkung 5.5 auftretende Ausdruck l/p(~) = [e(a), e(or)] ltit sich 
ebenfalls durch die f-orthogonalen Funktionen erster Art ausdriicken. Zu 
diesem Zweck fiihren wir allgemeiner die auf ?JA) holomorphe Funktion 
ein. Fur sie ergibt sich 
1st W eine u-Resolventenmatrix von tz mit der Eigenschaft W(g) = W(z), 
so ltit sich l/p(z) mit den Elementen dieser u-Resolventenmatrix such 
folgendermal3en schreiben: 
1 40(4 -- - = !h@) & 
PM 
go&) !L!!l.@ . dz 
3. 
Es sei A wieder ein n-hermitescher Operator mit Defekt eins und II ein 
Modulelement fur A. AuBerdem gelte jetzt u E D(Ak) fiir eine natiirliche 
Zahl k. Dann ist gem%3 Behauptung 5.1 dem Element fn := A% die Fur&ion 
fn(z) = zn zugeordnet (n = 0, I,..., k). Die Elemente fn sind linear unab- 
hlngig: Andemfalls I%ge nlmlich u in einem endlichdimensionalen, ftir A 
invarianten Teilraum, also h%tte mit Ausnahme hochstens endlich vieler Werte 
von z die Gleichung (A - J)w = u eine Losung w in diesem Teilraum. Das 
widerspricht der Voraussetzung, da0 u ein Modulelement von A ist. 
Mit e, = u, e, ,..., e, , bezeichnen wir ein aus u, Au,..., Aku durch F-Ortho- 
normalisierung hervorgegangenes System. Dann ist e,(z) ein Polynom n-ten 
Grades; an Stelle von f-orthogonalen Funktionen erster Art sprechen wir 
such von f-orthogonukm Polywmm enter Art. 
Ergiinzen wir das F-ONS (e,), tl = 0, I,..., k, zu einem vollstlndigen F-ONS 
444 KREIN UND LANGER 
(eJ C 3(A), so besitzt A beziiglich dieses Systems eine Matrixdarstellung, 
deren erste K + 1 Spalten folgende Gestalt haben: 
a00 
1 
a,1 .” a,+, *o.k-l UOk 
a10 a,, ... al.b2 %k-1 alk 
0 a21 ... a,*,-, %k-1 %k . . . . 
0 0 ... a,-;,,-, 
: :I 
' ' %-l.k-1 *k-l.k ; (7.5) 
0 0 .‘. 0 
0 0 ... 0 
0 0 ... 0 
. . . . . . 
dabei gilt u~+~,~ f 0, i = 0, l,..., k - 1 
Den Gleichungen 
if1 
At?j = C Uijei , 
i=O 
entsprechen in I72) die Gleichungen 
i+l 
zej(z) = C *ijei(Z), 
i=O 
Daraus folgt fiir alle z mit el,(.z) = 0: 
j+l 
Zej(Z) = 1 *ijei(Z), 
i=O 
*k.k-l Ukk 
0 *k+,,k 
0 
!I 
*kFZsk 
O<j<K-1, 
o<j<k+l. 
O<j<K-2, 
k-l 
zek-l(z) = C q-f+). 
i=O 
Deshalb sind die Nullstellen von ek(z) genau die Eigenwerte der Transponierten 
Akr der von den ersten K Zeilen aus (7.5) gebildeten Matrix Ak , d.h. die 
Eigenwerte des Operators P,APk in P,IIK , wenn PI; den durch die Gleichung 
P, F yjej = ‘fl yjej 
3=0 j-&l i 
F. I Yi I2 < m) 
erklarten Projektor auf !&I = l.H.{u, Au,..., A’-%L} bezeichnet. Fuhren wir 
in l7, das durch (ej) in natiirlicher Weise erklarte positiv definite Skalarprodukt 
ein, d.h. fiir 
FORTSETZUNGSPROBLEME, II 445 
so folgt fiir die Adjungierten betiglich dieses Skalarproduktes 
(P+4Pk)* = PkA*PK , 
also Im(PJP,) = P,(Im A) Pk .19 Die Eigenwerte von P,AP, liegen deshalb 
alle im Streifen {x: 1 Im x 1 < Ij Im A /I}. 
Die zugehijrigen f-orthogonalen Funktionen zweiter Art ergeben sich aus 
der Gleichung 
4X4 = [(A - d)-l(ej - e&)u), u]. (74 
Es sei r (Qz) die klejnste nichtnegative ganze Zahl mit [A’u, u] # 0. Aus den 
Beziehungen ej = C:=, QA%, ei(z) = C?= ( ,, OlijZ’, ajj # 0, folgt dann mit (7.6) 
d,(x) = d,(z) 3 *.a = d,(s) = 0, 
und fiir i > r ist d,(z) ein Polynom vom Grade J’ - r - 1, wobei d,+,(z) 
nicht identisch verschwindet. An Stelle von f-orthogonalen Funktionen zweiter 
Art sprechen wir deshalb wieder von f-orthogonalen Polynomen zweiter Art. 
SchlieBlich ergibt sich aus (7.6) und (7.5) fiir r + 1 < j < k - 1 wegen 
[ej,u] =0: 
z d,(z) = [(A - zI)-l(Aej - ze&) u), u] 
j+l 
= $&+, aij d&4. 
Die Nullstellen des Polynoms dk(.z) sind deshalb die Eigenwerte des Operators 
(Pk: - PJ W, - PA. 
BEHAUPTUNG 7.6. Es sei A ein rr-hermitescher Operator mit Defekt eins und 
u ein Modulelement won A, u E nTzo B(Aj). 1st das System (eJ durch F-Ortho- 
normalisieruly: aus dem System (A%), j = 0, l,..., hervorgegangen, so liegen 
Gmtliche Nullstellen der zugehiirigen f-orthogonalen Polynome uster und zwa’ter 
Art im Streifen (z: 1 Im z 1 < /I Im A II} urn die reelle Achse. Hat der Teilraum 
f?, = P,+,17, = a.l.H.{u, Au,..., A%) (bxw. B,,? = (P,, - P,)l’&) die Signatur 
(n - K’, 0, K’),2o so sind alle Nullstelkn des Polynoms e, (bzw. d,) mit Ausnahme 
won hiichstens K’ Paaren symmetrisch zur reellen Achse gelegenen sogar reell. 
Hat der Teilraum L?!, = a.l.H.{A”u: v = 0, 1, 2,...> den Index K, so liegen alle 
nichtreellen Nullstellen won e, au$‘erhalb der iklenge r, n r,(A). 
Wir haben nur noch die letzte Aussage zu beweisen. Fiir ein gewisses no 
hat der Teilraum f& den Index K. 1st z eine nichtreelle Nullstelle des Polynoms 
I9 Dabei hnngt Im A von dem F-ONS (q) ab. 
*O Siehe [2]. Im zweiten Falle ist dann notwendig Y = 0. 
580/30/3-1% 
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e, , n > not so bildet f = Cyll ej( 2 e, ein Eigenelement der Matrix A,T ) 
zum Eigenwert Z, deshalb gilt 
n-1 
V,fl = C e5e&) e(i(z) = 0. 
j=O 
1st der Punkt z such Nullstelle aller Polynome e, , v > n, so bildet f ein 
Eigenelement von A zum Eigenwert Z, also kann z nicht zu r(A) geh6ren. 
Gilt fur mindestens ein Polynom e, , v > n, e,(z) # 0, so ergibt sich fur 
2 E y,(A) 
also x $ rA . Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Wir bemerken, dal3 unter der Voraussetzung u E nj”, D(A9 und ZI, = !&, 
der Operator A notwendig ganz und vom Minimaltyp ist; die Folge s = 
([A%, u])~~,~,,.. gehijrt dann zur Klasse H, . 
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